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Aufgabe 33 (4 Punkte). Sei Mn ⊂ (Rn+k, g0) eine isometrisch eingebettete Unterman-
nigfaltigkeit des Euklidischen Raums mit Standardmetrik g0 und zugehöriger Levi-Civita-
Ableitung ∇0. Wir bezeichnen mit NM das Normalenbündel von M und mit

πTp , π
⊥
p : TpRn+k → TpRn+k ∼= TpM ⊕NpM,

die orthogonalen Projektionen auf den ersten bzw. zweiten Faktor. Für jedes Xp ∈ TpM
bezeichnen wir mit X̂ eine lokale Fortsetzung von X zu einem Vektorfeld auf Rn+k. Wir
definieren dann

a) die Weingartenabbildung in Richtung ξ ∈ Γ(NM)

Wξp : TpM → TpM, Xp 7→ −πTp (∇0
Xξ),

b) und die zweite Fundamentalform

IIp : TpM × TpM → R, (Xp, Yp) 7→ π⊥p (∇0
X Ŷ ).

Zeigen Sie, dass im Falle vonMn ⊂ Rn+1 einer orientierten Hyperfläche die Definitionen
mit den Definitionen 12.3 und 12.4 a) übereinstimmen.

Aufgabe 34 (4 Punkte). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Parallelver-
schiebung P c : Tc(0)M → Tc(1)M und Holonomiegruppen Holp(M), p ∈ M . Zeigen Sie,
dass dann für alle p, q ∈ M , welche sich durch eine stückweise differenzierbare Kurve
c : [0, 1]→M mit c(0) = p, c(1) = q verbinden lassen, gilt:

Holp(M) = P c ◦Holq(M) ◦ (P c)−1

Aufgabe 35 (4 Punkte). Sei M der Graph einer glatten Funktion f : R2 → R. Dann ist
ϕ : R2 → M ⊂ R3, ϕ(x, y) = (x1, x2, f(x1, x2)) eine Einbettung. Es bezeichne 〈 , 〉 das
Standardskalarprodukt des R3 und g = ϕ∗〈 , 〉 die induzierte Metrik auf M . Dann bilden
die Ableitungen ∂ϕ

∂xi i=1,2
punktweise eine Basis von TpM . Berechnen Sie in dieser Basis

gij , g
ij , hij , K und H, wobei hij = 〈 ∂2ϕ

∂xi∂xj
, N〉 den (i, j)-ten Eintrag der Matrixdarstellung

der Weingartenabbildung bezeichne und N = (− ∂f
∂x1

,− ∂f
∂x2

, 1)t.

Aufgabe 36 (4 Punkte). Ein (k, l)-Tensor (auch: Tensor vom Typ (k, l) oder k-fach
kontravarianter und l-fach kovarianter Tensor ) ist eine Zuordnung

Ap : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
l Faktoren

→ TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
k Faktoren

,

die glatt von p ∈ M abhängt und multilinear ist. Zeigen Sie, dass eine multilineare
Abbildung

A : Γ(TM)× · · · × Γ(TM)︸ ︷︷ ︸
l Faktoren

→ Γ(TM)× · · · × Γ(TM)︸ ︷︷ ︸
k Faktoren

genau dann ein (k, l)-Tensor ist, wenn sie in allen Komponenten tensoriell ist, wobei Sie
sich auf den Fall k = 0 und Γ(TM)0 = C∞(M) beschränken dürfen.

Abgabe der Lösungen zu diesem Blatt bis Donnerstag, der 22. Dezember 2016, um 10.00 Uhr (oder nach
Vereinbarung mit Übungsgruppenleiter), in den Briefkästen im Hörsaalgebäude.


