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|. MaBBtheoretische Grundlagen

l.1. Mengen, Strukturen, Abbildungen
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Notationen:

€, & als Element (nicht) enthalten
AV, logisches "und" / "oder" / "nicht"
3V es existiert / fur alle

G002 (echte) Teilmenge / Obermenge von
PO ={A|ACQ}: Potenzmenge von )

A ={weQ|w¢ A}: Komplement der Menge A
A\B={weQ|we AAw¢B}: Differenz der Mengen A und B

ANB={weQ|lwe ANweB}: Durchschnitt der Mengen A und B
AUB={weQ|lwe AV weB}: Vereinigung der Mengen A und B
AdB={weQ|lwe AV weB}: Vereinigung der disjunkten Mengen A und B

AxB ={(w,w,)|w, € AAw,eB}: kartesisches Produkt der Mengen A und B
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Notationen:
UA ={we|3icl: wveA}:
il

DA =JA:

icl iel

A ={weQ|Viel: weA}:

i€l

XA,:{f:I—>UA,|Viel:f(i)€A,

fel iel
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!

Vereinigung der Mengen {A}
Vereinigung der paarweise disjunkten
Mengen {A}

i€l

Durchschnitt der Mengen {A}

i€l

kartesisches Produkt der Mengen {A }

iel



Auswahlaxiom: Es seien samtliche Mengen {Aj}  sowie die Indexmenge /

selbst nicht-leer. Dann ist auch das kartesische Produkt

xAi:{f:I—>UA,|Viel:f(i)€A,}
iel icl

nicht-leer.
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Lemma 1. Es gilt far beliebige, nicht-leere Indexmengen /,J:

v

i€l

o

iel

ﬂ?f,Au =

jel

[UA,]ﬁ

i€l

sl
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jel

Na

i€l
(Regeln von de Morgan)

UA’

iel

:UU<A/' mB/)

iel jel

s |-UUa <)

jel

iel jelJ



Definition 1. Eine Teilmenge R C Qx Q) heiBt Aquivalenzrelation Gber , wenn

gilt:

VxeQ:(x,x)eR (Reflexivitat)
Vx,yeQ:(x,y)eR = (y,x)€R (Symmetrie)
Vx,y.zeQ:(x,y)eRA(y.z)eR = (x,z)eR (Transitivitat)

Eine Aquivalenzrelation Uber Q fuhrt in natirlicher Weise zu einer
Klasseneinteilung, indem man die zu jedem x € Q) gehérige Aquivalenzklasse

R, :={yeQ|y ~; x}
betrachet.
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Lemma 2. Ist R eine Aquivalenzrelation Gber der Menge ©, so gilt:
Vx,ye: RXmRyzg = R, :Ry,

d.h. alle Aquivalenzklassen R,, R, sind entweder disjunkt oder fallen zu-

sammen.

Definition 2. Zwei Mengen A und B heiBen gleichméchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung f: A— B gibt. Ist eine Menge A gleichmachtig zu der
(endlichen) Menge B={1,---,n} mit n€N, so bezeichnen wir mit #(A)=n die

Anzahl der Elemente von A. Ist A zu keiner endlichen Menge gleichmachtig, so
wahlen wir entsprechend als Anzahl der Elemente #(A) = .

Kontinuumshypothese: Fir jede Menge M mit NCMCR giltt M~, N oder
M ~, R, d.h. es gibt beztglich der Machtigkeit keine Menge "zwischen" N und
R.
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|. MaBtheoretische Grundlagen

l.2. o-Algebren
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Definition 3 (o-Algebra). Ein Mengensystem A C () heiBt o-Algebra (Uber
), wenn die folgenden drei definierenden Eigenschaften erfullt sind:

Qe A (Normiertheit)
AcA = AcA (Komplementstabilitat)

{A}, L CA = GA,, € A (abzahlbare Vereinigungsstabilitat).

n=1

Das Paar (Q,A) heiBt Messraum; die Elemente von A werden oft auch als

(A-) messbare Mengen bezeichnet.
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Satz 1. Ein Mengensystem A C B(Q2) ist genau dann eine o-Algebra Uber €,

wenn die folgenden vier (definierenden) Eigenschaften erfullt sind:

Qe A
AcA = AcA
ABe A = AnBe A

{A,},., € A paarweise disjunkt = éAn € A.
n=1
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Lemma 3. Essei Q eine nicht-leere Menge und 2 ein System von o -Algebren

Uber Q. Dann ist auch B= (] A eine o-Algebra tber Q. Ist £CP(Q) ein

Aed
beliebiges System von Teilmengen von , so existiert eine bezlglich Inklusion
eindeutig bestimmte kleinste o-Algebra, die £ als Teilmenge enthalt, namlich

o(€):= ﬂ A, wobei ng das System aller o -Algebren Uber ) bezeichnet, die £

Aegl,

als Teilmenge enthalten. £ heiBBt auch Erzeuger der o -Algebra o(€).
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Definition 4 (Atom). Es sei (£2,.4) ein Messraum. Eine nicht-leere Menge A€ A
heiBt Atom von A, wenn A minimales Element bezlglich Inklusion ist in

A\{z}, d.h. wenn gilt

Be A B=go, BCA = B=A.

Die Menge 7 aller Atome einer o-Algebra A wird als Atomsystem bezeichnet.

Ein Atomsystem heiBBt erschépfend, wenn A =o(7) gilt; es heiBt vollstandig,

wenn es zu jedem we Q) ein Atom T, € 7 gibt mit weT,.
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Lemma 4. Es sei 7 Atomsystem in einem Messraum (€2, A). Dann gilt:

VS, TeT: SNT=o = S=T,

d.h. je zwei Atome einer o-Algebra sind entweder disjunkt oder identisch. Ist

das Atomsystem vollstéandig, so wird durch

wr~yn & ATeT:weT AneT

eine Aquivalenzrelation auf Q definiert.
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Satz 2 (Struktursatz far o-Algebren 1). Es sei (Q,A) ein Messraum mit abzéhl-
barer Grundmenge Q. Dann gilt:

a) A Dbesitzt ein erschopfendes, vollstandiges, abzdhlbares Atomsystem
T ={T,|i € I} mit einer endlichen oder unendlichen Indexmenge / C N.

b) Jedes Element A von A besitzt eine eindeutige Darstellung

A=@T miteiner eindeutigen Indexmenge /, C/;

i€l

allgemeiner gilt (mit der Konvention UT, =0):

i€

iel

A:{GBT, ‘ng}.

Ist insbesondere Q2 endlich mit #(7)=#(I)=neN, so besitzt A genau 2"
Elemente.
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Satz 3 (Struktursatz fur o-Algebren Il). Es sei (,.4) ein beliebiger Messraum

und 7 ={T;|i€l} ein abzahlbares Atomsystem mit einer Indexmenge /CN.

Dann gilt:

7 ist vollstandig genau dann, wenn 7 erschopfend ist; A kann dann dar-
gestellt werden als

A:{@T, Jg/}.

iel
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Definition 5 (Produkt-o -Algebra). Es seien (Q,.,A,.), iel Messraume mit einer
endlichen Indexmenge /. Das Produkt A =& A der o-Algebren A, iel (Pro-
iel

dukt- o -Algebra) Gber dem kartesischen Produkt Q2 = _><IQ, ist definiert durch

DA =o(€) mit E={XA|Viel:AcAl

i€l

Das Paar (-X/Q"’®A") heiBt entsprechend Produkt-Messraum.
e

i€l
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Satz 4 (Struktursatz fur o-Algebren Ill). Es seien (Q;,.4), i€l beliebige Mess-

raume mit einer endlichen Indexmenge /, wobei vorausgesetzt sei, dass samt-
liche o-Algebren A vollstandige, abzahlbare Atomsysteme 7, i€l besitzen.

I

Dann ist
T:={xT,|viel:TeT]

das eindeutig bestimmte, erschépfende, vollstandige, abzahlbare Atomsystem
far die Produkt-o-Algebra A =X A.

i€l
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Lemma 5 (Spur-o-Algebra). Es sei (€2,.A) ein beliebiger Mesraum und =cCQ
eine nicht-leere Teilmenge. Dann wird durch

A ={ENA|Ac A}
eine o -Algebra Gber = definiert. Diese hei3t Spur-o -Algebra von A in =.

Falls bereits = € A, so gilt einfacher

A ={ENA|Ac A} ={Bc A|BCE}.
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|. MaBBtheoretische Grundlagen

[.3. MaB und Wahrscheinlichkeit
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Definition 6 (MaB3 und MaBraum). Es sei A eine o-Algebra Uber einer nicht-
leeren Menge . Eine Abbildung u:A— R:=RU{cc} heiBt MaB, wenn

folgende drei definierenden Eigenschaften gegeben sind:

w(@)=0 (Normiertheit)
VAcA: u(A)>0 (Nichtnegativitat)

V{A,},., € A paarweise disjunkt : M[ GO]CBA,,] = iM(An) (c-Additivitat).

n=1 n=1

Das Tripel (9, 4,1) heiBt MaBraum. Dabei mbégen in R folgende erweiterte
Rechenregeln gelten:

VX ER: X+ 00=00+X = o0

In manchen Fallen betrachtet man auch Abbildungen p auf einer nicht-leeren
Teilmenge SC.A mit entsprechenden Eigenschaften, sofern alle beteiligen
Mengen in S liegen (insbesondere die disjunkte Vereinigung). Man spricht
dann von einem Pramal3 auf S.
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Gilt fur das MaB u(Q2) =1,so heiBt . WahrscheinlichkeitsmalB3 (bzw. synonym:

Wahrscheinlichkeitsverteilung); es wird in der Regel mit dem Symbol P

bezeichnet (lat.: probabilitas, engl.: probability, frz.: probabilité).

Jedes nicht-triviale endliche MaB p (d.h. mit der Eigenschaft u(2)>0) kann

durch Normierung zu einem WahrscheinlichkeitsmaBB P gemacht werden

vermébge

P(A):= HA) Ac A

()’

Unter dem trivialen MaB p auf A verstehen wir das Mal3 mit der Eigenschaft

VAeEA: u(A)=0.
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Das triviale MaB wird auch als NullmaB bezeichnet; allgemeiner bezeichnen wir
Mengen A€ A mit der Eigenschaft u(A)=0 als (u-) Nullmengen. Beim trivialen

MaB sind also alle messbaren Mengen Nullmengen.

Ist A= {w =Y |w besitzt die Eigenschaft (‘5} € A ein Ereignis mit u(A°)=0, so

sagt man, die Eigenschaft & bestehe . -fast dberall. Ist (Q,A,P) ein

Wahrscheinlichkeitsraum, so sagt man auch, die Eigenschaft ¢ bestehe P-fast

sicher.

Ist ferner =€ A eine nicht-leere Teilmenge, so hei3t das durch
V(A):=pu(ENA) furalle Ac A

definierte MaB3 das SpurmaB3 von u bezliglich =.
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Lemma 6. Das Tripel (Q,‘B(Q),#) ist fur jede nicht-leere Menge ) stets ein

MaBraum.

Definition 7 (Gleichverteilung). Ist © endlich, so hei3t das durch die obige

Normierung erhaltene WahrscheinlichkeitsmafB P mit

#(A)

P(A) = #(Q)

AcP(Q)

die diskrete Gleichverteilung Uber 2 (auch: Laplace-Verteilung).
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Satz 5. Es sei (Q,A4,1) ein MaBraum. Dann gilt fur alle Ereignisse
ABeA, {A}  CA

neN —

wW(A®B) = u(A)+ u(B) firANB =g (endliche Additivitat)
ACB = u(A) < u(B) (Monotonie)
ACB, (A)<oo = u(B\ A)= u(B)— u(A) (Subtraktivitat)

(AUB)+ (AN B) = 1(A)+ 1(B)
bzw. allgemeiner, unter der einschrankenden Voraussetzung u(A,.) <oo,1<i<n:

n

u[QA]zZ(—D” > u|f

i
NA (Siebformel von Sylvester-Poincaré)
i=1 1<k,<k,<---<k;<n j=1 !

ACACAC-, U A=A = pu(A)=Ilimu(A) (Stetigkeit von unten)

neN

ADA D, u(A) <0, ﬂAn =A = pu(A)=Ilimu(A,) (Stetigkeit von oben)

neN

K [UAI
i=1

< Z A, neNU{s} ((0-)Sub-Additivitat)
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Satz 6 (kleiner MaBfortsetzungssatz). Es sei (€,A,u) ein MaBraum und
T ={T;|iel} ein vollstandiges, abzadhlbares Atomsystem fur A mit einer
abzahlbaren Indexmenge I. Dann ist u bereits eindeutig durch die Werte
1(T;), i€l bestimmt. Ist umgekehrt {y;} , eine Folge nicht-negativer erweitert-

reeller Zahlen, so wird durch

u(T)i= g i €1

in eindeutiger Weise ein MaB 1 auf A definiert. Gilt zusatzlich ) "y, =1, so ist

iel
1 ein WahrscheinlichkeitsmaB auf A. Falls Q selbst héchstens abzahlbar ist,

kann u sogar (im Allgemeinen allerdings nicht mehr eindeutig) auf die

maximale o -Algebra () fortgesetzt werden.
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Definition 8 (Semi-Ring). Es sei ) eine nicht-leere Menge. Ein Mengensystem
S CP() heiBt Semi-Ring (Uber ), wenn die folgenden drei definierenden

Eigenschaften erfullt sind:

ageS

S,;TeS = SNTeS

$,TeS = 3neN, §,---,§, € S paarweise disjunkt mit S\T =@DS,.
i=1
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Lemma 7. Es sei S CP(Q) ein Semi-Ring Uber einer nicht-leeren Menge Qund
S..S,€S8 far ein neN. Dann existieren endlich viele Mengen T,,---,T, €S

mit m € N derart, dass

@3

Us, =

i=1

T

1

—.
I

gilt. Ist allgemeiner {S,}  C S eine Folge von Mengen, so existiert eine weitere

Folge {T,} , €S paarweise disjunkter Mengen mit
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Definition 9. Es sei (Q,.A) ein beliebiger Messraum. Eine Folge {A,}  CA

heiBt Q abzdhlbar Gberdeckend, wenn gilt:

Q=JA,.

n=1

Eine Mengenfunktion v auf einem beliebigen Teilsystem ¢/ C A heift (dort) o -
endlich, wenn es eine Q abzahlbar tUberdeckende Folge {U,} . CU gibt mit

der Eigenschaft

VneN:v(U,) < .
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Satz 7 (groBer MaBfortsetzungssatz). Es sei (QA) ein beliebiger Messraum und
S CP(2) ein A erzeugender Semi-Ring Uber 2, d.h. es gelte A =o(S). Ferner
sei 4:S— R ein PramaB, d.h. p ist normiert, nicht-negativ und o -additiv auf
S. Dann gibt es ein (nicht notwendig eindeutig bestimmtes) MaB [ auf
A =0c(S) mit a(S)=u(S) fur alle S8, d.h. i ist Fortsetzung von p auf A.

Die Fortsetzung i von p auf A ist eindeutig, wenn p auf S o-endlich ist.
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|. MaBBtheoretische Grundlagen

|.4. Produktmal3e
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Satz 8. Es seien (2, A, ), i€l MaBraume mit einer endlichen Indexmenge /.
A =& A bezeichne wie Ublich die Produkt-o -Algebra der o-Algebren A, il

iel
Uber dem kartesischen Produkt Q:XIQ,. Die MaBe y;, i€l seien samtlich o-
e

endlich. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Das System S::{><IA,|Viel:A,eAi} bildet einen Q abzahlbar Uber-

deckenden Semi-Ring.

b) Es existiert ein eindeutig bestimmtes MaB . auf A mit der Eigenschaft:

VA EA, icl: u(/}éA,):Hu,(A,).

iel

Definition 10 (ProduktmaB). Das unter den Voraussetzungen von Satz 8
eindeutig bestimmte MaB3 i hei3t Produktmal3 der MaBe ;, i € und wird mit
dem Symbol
M:®Mi
icl

bezeichnet.
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|. MaBBtheoretische Grundlagen

I.5. Messbare Abbildungen
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Definition 11 (messbare Abbildung). Es seien (Q,,.4,), i =1,2 Messraume. Eine

Abbildung T:Q,—Q, heiBt (A-A,)-messbar (oder, wenn keine Ver-
wechslungen maéglich sind, kurz auch nur messbar), falls die Urbildabbildung
T' die Eigenschaft

VA e AT Y (A)={w,eQ|T(v)eA}cA

besitzt.
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Lemma 8. Es seien Q, und , nicht-leere Mengen und T:Q,—(, eine
beliebige Abbildung.

a) Essei A, eine o-Algebra Uber 2,. Dann ist das System
A=T"(A4)={T"(A)|A A}

aller Urbilder messbarer Mengen eine o -Algebra tGber Q,,so dass T (A-A4,)-
messbar ist.

b) Essei A eine o-Algebra Gber 2,. Dann ist das System
A, = {Az € g]:;(QZ) | T71(A2) < “41}

eine o-Algebra Uber ©,,so dass T (A,-A,)-messbar ist.
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Lemma 9. Es seien 2, und Q, nicht-leere Mengen, T:Q, — Q, eine beliebige
Abbildung und A4, eine o-Algebra Uber 2, mit einem vollstandigen (bzw.
erschépfenden), abzahlbaren Atomsystem 7, ={T,|icl,} mit abzahlbarer

Indexmenge /,. Dann gilt:
T=T (L)} ={T"(T,)lieL}\{o}

ist ein vollstandiges (bzw. erschopfendes), abzahlbares Atomsystem fur die o -
Algebra A, =T '(A,).

Lemma 10. Es seien (Q,,.4), i =1,2 Messrdume; &, sei ein (beliebiger) Erzeuger

von 4,. Eine Abbildung T:9, — ©, ist genau dann (A-A,)-messbar, wenn gilt:

T (&) ={T'(E,)|E, €&} C A,
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Lemma 11. Es seien (Q,.,A,.), i=1,2,3 Messraume sowie T, und T, messbare

Abbildungen mit

T (QA4)—(2,4,) und T,:(Q,4)— (s, 4).

Dann ist die Komposition T:=T,oT,: Q, — Q; (A-A4,)-messbar.

Lemma 12. Es seien T,:Q—Q; Abbildungen mit endlicher Indexmenge
I={1,---,n} fur neN. Ferner sei A eine o-Algebra Uber Q, und A4 sei eine o-
Algebra tber Q. fur alle ie€l. Genau dann ist der Vektor (T1T) messbar

n

bezuglich der Produkt- o -Algebra & .4, wenn alle T, (A-4)-messbar sind.

i€l
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Satz 9 (Faktorisierungssatz 1). Es seien T:(Q,4)—(9,,4,) und
S:(Q,A4)—(Q5,4;) messbare Abbildungen derart, dass T(f,) abzahlbar ist.
Die o-Algebra A, enthalte alle einelementigen Teilmengen {w;} mit w; €, als
Elemente. Genau dann ist S bezuglich der von T erzeugten o -Algebra T '(.4,)

messbar, wenn es eine Abbildung g: (©2,, 4,) — (€,.4;) gibt mit der Eigenschaft

S=goT.
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Satz 10. Es sei T:(Q,4)—(9,,4,) eine messbare Abbildung. Dann wird fur

jedes MafB3 n, auf A, ein MaB p, auf A, definiert vermoge

VA €A 1y(A)= (T '(A))

Definition 12 (BildmaB). Es sei T: (2, A)— (9,,4,) eine messbare Abbildung
und g, ein MaB auf A. Das nach Satz 10 eindeutig bestimmte MaB3 u, auf A,

heiBt BildmaB von ., unter T. Es wird mit p, = u] bezeichnet.
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Definition 13 (allgemeine Produkt-o-Algebra). Es seien (Q,.,A,.),iel

Messraume mit einer beliebigen, nicht-leeren Indexmenge /. Dann heif3t

@A =o(mije /)=0[U7Tf1(“4f>]

Ie jel

die Produkt-o-Algebra der o-Algebren A, icl (Gber -X/Q")' Dabei bezeichnen

die 7;:XQ, —Q, fur jel die so genannten Projektionen, die in vereinfachter

iel

Schreibweise definiert sind Uber 7r/.<(w,)l.€,) =w; fur (v),, € XQ,.

iel

Satz 11 (Struktursatz fur Produkt-o-Algebren). In dem Produkt-Messraum
(.X,Q;:®Af) gilt: Zu jedem Ac® A existiert eine abzdhlbare Menge JC/ und
IS icl

ie i€l

eine Menge B¢ ® A, derart, dass gilt: A:BX'>I<\JQ“ d.h. "A hangt nur von

jed

abzahlbar vielen Koordinaten ab".
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Satz 12 (ProduktmaBsatz). In dem Produkt-Messraum (XQ,,@A,.) mit

i€l i€l
WahrscheinlichkeitsmaBBen P auf A,ielgilt: Es existiert genau

1

Wahrscheinlichkeitsmal3 P auf ® A mit der Eigenschaft

i€l
P(A) = P(Bx X | =[]P,(B) far A=Bx X 0, B=XB,

i i J
i<l iel\J jed

mit B;e A, jeJCI, J abzahlbar.
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Diese allgemeinen ProduktmaBe liefern fur die Stochastik das "Herzstick"
der Modellierung, denn sie geben den formalen Rahmen dafir ab, was wir
stochastische Unabhéngigkeit nennen. Das bereits in der historischen
Vorbemerkung mehrfach genannte Gesetz der GroBen Zahlen sowie der
damit verwandte Zentrale Grenzwertsatz beruhen ganz wesentlich auf
diesem Begriff; erst diese mathematischen Lehrsdtze ermoglichen eine
sinnvolle Verbindung zwischen "Theorie" und "Praxis", indem sie Moéglich-
keiten aufzeigen, wie aus "Daten" oder "Stichproben" Rickschlisse auf die
zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeiten gezogen werden kénnen. Ohne
den Begriff der stochastischen Unabhangigkeit gabe es keine schlieBende
Statistik als wissenschaftliche Disziplin und damit letztlich auch keine
empirische Uberprifbarkeit naturwissenschaftlicher Erkenntnisse.
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|. MaBBtheoretische Grundlagen

|.6. Borel'sche o-Algebra und Lebesgue’sches Mal3
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Definition 14 (Standard-Intervall / Borel'schec-Algebra). Fur a=(a,---,a,),

b=(b, -, by)€R’ heiBt die Menge

d
Lo =X (a,b]

-1

Standard-Intervall im R?. Dabei sei vereinbarungsgemaB (a,b]=go fur
b<a, a,bcR. Dievon £7:= {Ia,b la,b e Rd} erzeugte o-Algebra Uber R heiBt

Borel’sche o -Algebra der Dimension d und wird Ublicherweise mit dem Symbol

B%bezeichnet.

Lemma 13. Der Erzeuger £° ist in jeder Dimension deN ein R abzahlbar

Uberdeckender Semi-Ring.
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Satz 13. Die folgenden Mengensysteme sind — neben anderen - ebenfalls

Erzeuger der Borel’schen o -Algebra B :

32

= {0 C R?|O offen}
= {A CRY|A abgeschlossen}
& ={K C R’ | K kompakt}.
d
Insbesondere enthalt B¢ auch alle "gemischten" Intervalle / der Form /= Z<1E,
mit £, €{(a.b).(a;,b].[a.b),[a.b]} und wird auch von den entsprechenden

Mengensystemen erzeugt.
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Definition 15. Die fur Standard-Intervalle vermége

m¢ (Ia,b)

d d
>_< (a;. by ] [[(b:—a). a,beR?, a,<b, fur j=1,--,d

i=1

erklarte Mengenfunktion m? heiBt Elementarinhalt auf dem Semi-Ring £°.

Satz 14 (Fortsetzungssatz fur den Elementarinhalt). Es existiert genau eine
Fortsetzung des Elementarinhalts m? von &£° auf die Borel'sche o-Algebra

B zu einem ¢ -endlichen MaB. Dieses wird unter Beibehaltung der Notation m¢

als Lebesgue-MafB bezeichnet.

Lemma 15. Das Lebesgue-MaB m? ist translationsinvariant, d.h. es gilt

m? = (md)T’ mit den Abbildungen T, :R? — R?:x — x +a fur jedes feste ac R”.

Satz 15 (Vitali 1905). Fur jedes d € N gilt: B = P(R7).

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 46



|. MaBBtheoretische Grundlagen

|.7. Das Lebesgue-Integral

D. Pfeifer: Stochastik |1 SS 2026
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Definition 16. Essei (2,.4) ein Messraum und A € A ein Ereignis. Die durch

1, falls we A
Iy:w—
0, fallswg A

definierte reellwertige Funktion hei3t Indikatorfunktion zum Ereignis A.

Definition 17. Es sei (2, A) ein Messraum und f eine messbare, reellwertige
Funktion auf Q mit endlichem Wertebereich f(Q2). Dann heiBt f Elementar-
funktion.

Lemma 16. Es sei (2, A4) ein Messraum und f eine (A-l’)”)-messbare

Elementarfunktion auf Q. Dann besitzt f eine (im Allgemeinen nicht eindeutig
bestimmte) Darstellung

f(w) = Zai]lAi (w), we
p

mit n€N, a,,...,a,€R, A,...,A, € A. Umgekehrt ist jede Abbildung f mit einer
solchen Darstellung eine Elementarfunktion.
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Satz 16. Es sei (2,.A) ein Messraum und {fn}neN eine punktweise nach oben
beschrankte Folge nicht-negativer (A-B')-messbarer Funktionen auf Q. Dann

ist auch f:=sup f, (A-B1)-messbar. Umgekehrt ist jede nicht-negative reelle

neN

(A—B1)—messbare Funktion auf 2 als Supremum einer monoton wachsenden

Folge nicht-negativer, punktweise nach oben beschrankter Elementar-

funktionen darstellbar.
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Lemma 17. Es sei (©,.4) ein Messraum und f eine reelle, (A—B”)—messbare

Abbildung auf Q. Dann sind der Positivteil f*:=max{0,f} und der Negativteil
f~:=-min{0,f} = (-f)" A-B'-messbare Funktionen auf Q, mit f =" —f".

Satz 17. Es sei (©,A) ein Messraum, f, g und {f} _ seien reelle (A-B1)_
messbare Abbildungen. Dann sind auch folgende Abbildungen messbar:

a) f+g,f—g, f-g, 2 (falls g = 0), max(f,g), min(f,g),

b) supf, ing f, (falls {f,} _, punktweise nach oben bzw. nach unten beschrankt),

neN

o) limsupf,, liminff, und limf,

n—o0 n—oo

(falls {fn}nEN punktweise beschrankt und konvergent),

d) > f, (falls absolut konvergent).

neN
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Definition 18. Es sei (92,.4,u) ein MaBraum und f eine Elementarfunktion mit
einer Darstellung

)= 8, (@), we®
i=1

wie in Lemma 16. Dann ist das pu -Integral (Lebesgue-Integral) von f definiert
durch

ffd,u ::’Zn;a,,u(A,).

Insbesondere gilt

an du=u(A) furalle Ac A
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Lemma 18. Unter den Voraussetzungen von Definition 18 gilt:

a)

b)

c)

Das u -Integral ist wohldefiniert, d.h. es ist unabhangig von der speziellen
Darstellung von f.

Das p-Integral ist linear und monoton auf der Menge der
Elementarfunktionen, d.h. es gilt

[af +8gdu=a [fdu+5 [ gdu
far alle «, 3 € R und Elementarfunktionen f,g sowie
ffdugfgdu far f<g.

Das u -Integral ist auch linear und monoton auf der Menge der MaB3e auf
A, d.h.ist v ein weiteres MaB auf A, so gilt

ffd(au—h@u):affd,u—kﬂffdl/
far alle a, 3 >0 und Elementarfunktionen f sowie

ffdygffdu fir v < und > 0.
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Lemma 19. Es sei (2, A, 1) ein MaBraum und f eine nicht-negative reelle (A—IS”)—

messbare Abbildung. Dann gilt: sup fgndu:sup fh,,du far alle monoton

neN neN

wachsenden Folgen {g,} .. {h,} , nicht-negativer Elementarfunktionen mit
f =supg, =suph,.

neN neN

Definition 19. Es sei (2,4,u) ein MaBraum und f eine nicht-negative reelle,
(A—B1)—messbare Abbildung. Dann ist das nach Lemma 19 von der

approximierenden Folge unabhangige u -Integral von f definiert durch

ffdu :=SUI0f9ndu,

neN

wobei {g,} eine beliebige monoton wachsende Folge nicht-negativer

neN

Elementarfunktionen mit f =supg,, ist.
neN
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Definition 20. Es sei (2, A, 1) ein MaBraum und f eine beliebige reelle, (A—B1)—

messbare Abbildung. Dann ist das p -Integral von f definiert durch

ffduzszwu—ff-du,

sofern mindestens eines der beiden rechten Integrale endlich ist. In diesem Fall

heiBt f p-integrierbar. Sind beide rechten Integrale endlich, so heiBBt f

eigentlich . -integrierbar. Ist ferner A € A, so bezeichnet

[fdu::ff-llAdu.

Alternativ schreibt man auch: ffdusz(w) u(dw); diese Schreibweise ist

insbesondere bei ProduktmaBen von Vorteil, weil damit eine eventuelle

Integrationsreihenfolge eindeutig bestimmt ist.

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 55



Lemma 20. Es sei (2, A,u) ein MaBraum, fund g seien reelle, (A—ZS“)—

messbare, u -integrierbare Abbildungen. Dann gilt:

a)
b)
9]
d)
e)
f)
9)

h)

D. Pfeifer: Stochastik |1 SS 2026

faf+ﬂgdu:affdu+ﬂfgdu far alle o, 3€ R (im Falle der Existenz)
f<g = [fdu< [gdu

[ 7du]< [1F1dn

VACA: (A)=0 = ffduzo
A

f>0 und ffdu:o = f=0 yu-fast Gberall

f =g up-fast tberall = ffdu:fgdu
VAe A: ffdugfgdu = f <g p-fast Gberall
A A

VAe A: ffdu:fgdu = f =g up-fast Gberall
Ve>0: u({weQ||f(w)|> a} f|f | di (Markoff-Ungleichung).
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Satz 18 (Satz von der monotonen Konvergenz). Es sei {fn}neN eine monoton

wachsende Folge nicht-negativer reeller (A-B')-messbarer Abbildungen auf

einem MaBraum (Q, A4, ). Dann gilt:

flmfndu:fsupfnd,u:supffndyzlmffndu.

neN neN

Lemma 21. Es sei {f,}  eine Folge nicht-negativer reeller (A-B1)-messbarer

Abbildungen auf einem MaBraum (2, 4, ). Dann gilt:

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 57



Lemma 22 (Lemma von Fatou). Es sei {fn}neN eine Folge nicht-negativer reeller
(A—B1)—messbarer Abbildungen auf einem MaB3raum (2, A, ). Dann gilt:

[limintf, dp <liminf [ f,dp.

n—oo n—oo

Satz 19 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Es sei {f,} _ eine Folge reeller

(A—B1>—messbarer Abbildungen auf einem MaBraum (9, .4,u), die punktweise

gegen die (messbare) Abbildung f konvergiere. Ferner existiere eine nicht-
negative (A-B1)-messbare und eigentlich . -integrierbare Abbildung g auf

(Q, A, 1) mit |f, |<g fur alle neN. Dann gilt:

|imffnduzfmfndu und Lerolf|fn—f|du:0.

n—oo
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Definition 21 (MaBe mit Dichten). Es sei (Q,A4,1x) ein MaBraum und
f: (Q,A) — <R1,B1) eine nicht-negative, messbare Abbildung. Dann wird durch

y(A)::ffdu furalle Ac A
A

ein MaB auf A definiert. Die Abbildung f heiBt hier (eine) ;. -Dichte von v.

Satz 20. Es sei (9,.A4,1) ein MaBraum und g:(Q,A)—>(R1,B1) eine nicht-
negative, messbare Abbildung und v das MaB mit Dichte g gemaB Definition

21. Dann gilt:
ffdu:ffgdu

far alle nicht-negativen, messbaren Abbildungen f:(Q,A)—>(R1,B1). Die

Gleichung bleibt auch dann richtig, wenn f beliebig reellwertig und v-
integrierbar bzw. fg p-integrierbar ist.

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 59



Satz 21 (Satz von Radon und Nikodym, 1930). Es sei (©2,.4) ein Messraum; ferner
seien p und v MaBe auf A mit der Eigenschaft: p ist o-endlich, und es gilt

VAec A: u(A)=0 = v(A)=0
(man sagt auch, © dominiert v). Dann besitzt v eine Dichte beziglich .

Satz 22. Es sei (,A,p) ein MaBraum und (E,C) ein Messraum sowie
T:(2,A)—(E,C) eine messbare Abbildung. Dann gilt:

fgonu:fgduT
fur alle nicht-negativen, messbaren Abbildungen g:(=,C)—(R"B'). Die

Gleichung bleibt auch dann richtig, wenn g beliebig reellwertig und goT -
integrierbar bzw. g 4" -integrierbar ist.
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Satz 23 (Satz von Fubini, 1907). Es seien (£2;, A;, ;) MaBraume fur i =1,2 mit o-
endlichen MaBen ;. Ferner sei f:(Q,x9,,4®A4,)—(R,B") eine nicht-
negative, (Produkt-)messbare Abildung. Dann gilt: die Abbildung f(- ,wz) ist far

jedes feste w, €, A -messbar und die Abbildung f(w, -) ist fur jedes feste

w, € Q, A,-messbar, und es gilt

ffdﬂ1®ﬂz :f{ff Wwwz Hy (dw1)},u2 (dwz f{ff wwwz Ho (dwz)}/ﬁ (dw1)

Diese Gleichheit bleibt auch gultig, wenn f beliebig reell und eigentlich u, ® u, -

integrierbar ist. In diesem Fall existieren die inneren Integrale ff(wwwz)u1 (dw,)

und ff(w“wz)uz(dwz) fast tberall (als Funktionen von w, bzw. von w,).
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Satz 24. Es sei /e B%ein nicht-leeres kompaktes Standard-Intervall. Eine
beschrankte Funktion f:/ — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die
Menge ihrer Unstetigkeitstellen eine m?-Nullmenge ist. In diesem Fall stimmt
das Riemann-Integral von f mit dem Lebesgue-Integral Uberein. Der Satz bleibt
richtig, wenn f allgemeiner auf einer beschrankten Jordan-messbaren Menge
M C RY definiert ist.

Ist ferner /€ B' ein beliebiges Intervall und f:/ — R Riemann-integrierbar Gber
jedem kompakten Teilintervall von /, so ist f genau dann (eigentlich) Lebesgue-
integrierbar Uber /, wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar ist Gber /. In

diesem Fall stimmen wieder beide Integrale Uberein.
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Satz 25 (Transformationsformel). Es sei d € N und U C R? eine offene Menge.
Ferner sei die Vektorfunktion g=(g,,g,):U—R? stetig differenzierbar,
V:=g(U) das Bild von U unter g, C:={x=(x,,X,)€U|det(Ag(x))=0} die
Menge der krititschen Punkte von g, wobei

0 0
8_)(191()() 8_)((,91()()
Ag(x) = : :
0 0
a_)qu(x) 3_ngd(X)

die Funktionalmatrix von g im Punkt x €U bezeichne, und g auf der Menge
U\C injektiv. Eine Abbildung f:V — R ist genau dann Lebesgue-integrierbar
Uber V, wenn fog-|det(Ag)| Lebesgue-integrierbar Gber U ist. In diesem Fall

gilt:
ffdmd :ffog-|det(Ag)|dmd.
v U
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Satz 26 (Transformationssatz fur Dichten). Ist unter den Voraussetzungen von
Satz 25 die Abbildung f nicht-negativ, die Abbildung g injektiv und die Menge
der kritischen Punkte leer, so ist die auf V definierte Abbildung h mit

_ flg'w)
' |det(ag(g )

h(y) L yeVv

nicht-negativ und Borel-messbar, und es gilt:

fh(y)md(dy): f f(x)m?(dx) faralle AcV B

g '(A)
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

II.1. Elemente der Kombinatorik

D. Pfeifer: Stochastik |1 SS 2026
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Definition 22 (Permutationen und Kombinationen). Es sei Q= {w,,---,w,} eine

nicht-leere endliche Menge mit ne N. Far 1<k <n definieren wir:

a)

b)

)

d)

k
Jedes Element (n1,---,nk)€Qk:}§Q heiBt (k,n)-Permutation aus Q (mit

Wiederholung). Die Menge aller solchen Permutationen wird mit
Perm; (; mW.) bezeichnet.

Jede  (k,n)-Permutation  (7,---,m,) mit paarweise verschiedenen
Komponenten heiBt (k,n)-Permutation aus 2 (ohne Wiederholung). Die
Menge dieser Permutationen wird mit Perm; (Q;o.W.) bezeichnet.

Jede (k,n)-Permutation (w,1,---,w,.k) mit 1<i, <i,<---<i, <n heiBt (k,n)-

Kombination aus Q (mit Wiederholung). Die Menge dieser Kombinationen

wird mit Komb{ (Q; mW.) bezeichnet.
Jede (k,n)-Kombination (w,1,~--,w,.k) mit paarweise verschiedenen

Komponenten heif3t (k,n) -Kombintation aus 2 (ohne Wiederholung). Die

Menge dieser Kombinationen wird mit Komb] (Q;o.W.) bezeichnet.
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Lemma 23. Mit den Bezeichnungen aus Definition 22 gilt:

#(Perm,’(’ (% m.W.)) =nk
#(Perm,’(’ (2 o.W.)) =(n), = [Z]k! =n(n—1---(n—k+1)

n+k—1
k

#(Komby (4 mW.)) =

n+k—1
n—1

#(Komby (2;0W.)) = [Z]
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Problem des franzdsischen Adeligen George Brossin Antoine Gombaud,
Chevalier de Méré (1607 - 1684):

Warum ist es unvorteilhafter, jum CErreichen einer Doppelsechs mit jroei
Wiitfeln 24 Wirfe zu tun, als jum CErreichen einer Gechs mit einem Wiirfel 4
Wiicfe 3u tun, obroohl das Yerhaltnis 24 ju 36 (was die Anzahl der Ergebnisse
bei 2 Wiirfeln ist) Oasselbe ist toie 4 ju 6 (toas die Anzahl der Ergebnisse bei
einem 2Wiurfel ist)?

Lésung:

Grundmodell: ©=1{1,2,3,4,5,6} fur den einfachen Wirfelwurf, Q™ fur den m-
fachen Wurfelwurf. Komplementares Eeignis:

1.Fall: A= i2>:4<1{(6,6)}c C Q® mit P(A°) = :(@;)) 3524 =0,50859...
2. Fall: A = g{s}‘ C Q' mit P(A%)= :é:; = 7 = 0,48225...
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~Geburtstagsparadox”: In einer Runde von k Personen soll darauf gewettet
werden, dass wenigstens zwei Anwesende am gleichen Tag Geburtstag haben.
Ab welcher Personenzahl wirden Sie diese Wette stellen? Die lberraschende
Antwort lautet: bereits ab 23 Personen ist die Wahrscheinlichkeit fur dieses
Ereignis A, gréBer als 1/2!

Lésung: 2 ={1,2,---,n}, hier mit n=365 fur die moéglichen Tage im Jahr. Die
Menge Perm; (;mW.) beschreibt die Menge der Méglichkeiten, wie sich die

Geburtstage von k Personen auf das Jahr verteilen kénnen. Wir wahlen die
Laplace-Verteilung P als Wahrscheinlichkeitsverteilung. Fir das komplementare

Ereignis A, ,, dass alle k Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben,
gilt A;, =Perm;(Q;0.W.) mit

P(A,)=1-P(A,)=1-

k-1 I
= 1—exp[ZIn[1——]
=0 n
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Auflésung dieser der Ungleichung nach k ergibt:

k>1++nlnd >1+./1,386n.

Far n =365 liefert diese approximative Lésung k >23,49..., die exakte Loésung
ist k>23 mit P(Ay,)=0,50729... Die folgende Graphik zeigt die

Wahrscheinlichkeiten P(A, .. )in Abhangigkeit von k im Bereich 1<k <60.

P(A 365)
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

I.2. Zufallsvariablen und ihre Verteilung,
stochstische Unabhangigkeit

D. Pfeifer: Stochastik |1 SS 2026
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Definition 23 (Zufallsvariable / Zufallsvektor). Es sei (Q,A,P) ein Wahr-

scheinlichkeitsraum und (X,B) ein Messraum. X:(,A4)— (X,B) sei eine
messbare Abbildung. Dann heif3t X

Zufallsvariable, wenn X =R und B die zugehoérige Borel’sche o- Algebra ist;

Zufallsvektor, wenn X =R’ fur ein deN, d>2 und B die zugehérige

Borel'sche o- Algebra ist;
Zufallselement, wenn X ein allgemeinerer topologischer Raum und B die

zugehorige Borel'sche (d.h. durch das System der offenen Mengen
erzeugte) o- Algebra ist.

Das durch die Abbildung X induzierte MaB Q=P auf B heiBt
(Wahrscheinlichkeits-)Verteilung von X.
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Definition 24 (Stochastischer Prozess). Es sei (Q,A,P) ein Wahrschein-

lichkeitsraum und X ein Banach-Raum reeller Funktionen; d.h. X ist ein
vollstandiger, linearer, normierter topologischer Raum. B bezeichne die von der

Topologie des Raumes erzeugte Borel’sche o-Algebra, X:(,A4)— (%,B) sei

eine messbare Abbildung. Dann heif3t X stochastischer Prozess.

Definition 25 (stochastische Unabhangigkeit). Es sei (,.4,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und (X,B) ein Messraum. X;:(Q,.A)—(X,B) seien
messbare Abbildungen mit i €/; die Indexmenge / darf dabei beliebig nicht-leer

gewahlt sein. Die Familie {X; |i €/} heiB stochastisch unabhéngig, wenn die auf

dem Produktraum (X%,@B) induzierte Verteilung der Familie das Produktmal3

i€l icl

Q=QXP% ist.

iel

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 73



Lemma 24: In der Situation von Definition 25 ist die Familie {X;|i€/} genau
dann stochastisch unabhéngig, wenn jede endliche Teilfamilie {X,|jcJ,} mit

J, ={ji1jm} €1, meN stochastisch unabhangig ist, d.h .wenn gilt

P(Xh X)) éprk

k=1

Lemma 25. In der Situation von Definition 25 ist die Familie {X,|i€/} genau
dann stochastisch unabhangig, wenn fir jede endliche Teilindexmenge
Jy={jy1im} 1, meN gilt:

P(X, €B,. X, EBm)::P[ﬁ{Xjk s Bk}] = km1P({xjk €B,})

furalle B, e B, 1<k <m.

Hierbei kann die Bedingung B, € B noch ersetzt werden durch B, € S, wobei S
einen Semi-Ring bezeichne, der B erzeugt.

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 74



Definition 26 (stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen). Es sei (Q,A,P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Aj} _ eine beliebige Familie messbarer
Mengen. Die Familie hei3t stochastisch unabhdngig, wenn die Familie {]lAi}iel

der zugehoérigen Indikatorfunktionen stochastisch unabhangig ist. Eine Familie

{f,}iel mit F C.A fur alle i€/l hei8t entsprechend stochastisch unabhangig,

wenn jede Familie von Auswahlmengen {F} 6 mit FeF fuar alle

i € Istochastisch unabhangig ist.
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Lemma 26. In der Situation von Definition 26 ist die Familie {A;},_ genau dann

stochastisch  unabhangig, wenn fir jede endliche Teilindexmenge
Jm = {j1'“"jm} g II m e N gllt

P[ﬁAjk]zl_[P(Ajk) furalle 1<k <m.

m
k=1 k=1

Ferner gilt: eine endliche Familie {A,}’.E, von Ereignissen mit / ={1,---,m}, meN
ist genau dann stochastisch unabhangig, wenn gilt:

P[ﬁck :ﬁp(ck) fur alle Wahlen C, € {A,A{}, 1<k<m.
k=1

k=1

In diesem Fall gilt auch noch
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Satz 27. Es sei (Q,A,P) ein Wabhrscheinlichkeitsraum mit abzahlbarer
Grundmenge  und pe(0,1) beliebig, aber fest. Dann existiert keine
abzahlbare Familie stochastisch unabhéangiger Ereignisse{A, |neN}C.A mit
P(A,)=p furalle neN.

Definition 27 (elementare bedingte Wahrscheinlichkeit). Es sei (2,.4,P) ein
beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und B € A ein Ereignis mit P(B) >0. Dann
heiBt das normierte SpurmalB P, bezuglich B die durch B induzierte elementare
bedingte Verteilung, in expliziter Form:

P(ANB)

————— furalle Ac A.
P(B)

P (A):=

Lemma 27. Die stochastische Unabhangigkeit zweier Ereignisse A,Bc A kann
unter den Voraussetzungen von Definition 27 dquivalent charakterisiert werden
durch die Gultigkeit wahlweise einer der Beziehungen

P(A|B)=P(A) bzw. P(B| A)=P(B).
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Lemma 28 (Unabhdngigkeit bei Blockbildung). Es sei (Q,A,P) ein

Wahrscheinlichkeitsraum und (X,B) ein Messraum. X;:(Q,A)—(X,B) seien

stochastisch unabhangig (Zufallsvariablen, Zufallsvektoren oder Zufalls-
elemente) mit i€ /; die Indexmenge / darf dabei beliebig nicht-leer gewahlt

sein. Sind dann g; geeignet messbare Abbildungen auf dem Produktraum
[.>§3€'®B] mit Werten in einem Messraum (%j,Bj), wobei die I, jel
= i€l;

nichtleere, paarweise disjunkte Teilmengen von [/ seien, dann ist auch die

Familie {gj ({X,}ie,_)}_ stochastisch unabhéangig.

Jjel
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Satz 28 (von der totalen Wahrscheinlichkeit bzw. von Bayes): Es sei (Q, A,P) ein
Wabhrscheinlichkeitsraum und {B,} _, C A eine disjunkte Zerlegung von ©, also

Q = @B; mit einer hochstens abzéhlbaren Indexmenge /. Ferner gelte P(B;)>0

iel

far alle i € 1. Dann gilt:

a) P(A)=> P(A|B)-P(B,) furalle Ac A
b) P(Bl.|A)— P(A|Bf>'P(Bf>

N ZP<A|B/'>'P(B/)

iel

far alle Ae A mit P(A)>0 undalle jel.
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

I.3. Verteilungsfunktionen und Momente
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Definition 28 (Verteilungsfunktion). Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsma3 auf
der Borel’schen o- Algebra B9, d € N. Die durch

d
FP(X1""'Xd)::P[X<_Oo'xi]

i=1

(X x,) ERY

definierte  Funktion heiBt die zu P gehorige (d-dimensionale)
Verteilungsfunktion.

Definition 29 (A-Monotonie). Eine Funktion g:R? =R mit deN heiBt
A-monoton, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

d
&

>
Ag) = Z C 9(51X1+(1_51)Y1r"'15dxd +(1_5d)yd)20

(e1-59)€{0.1)°

fur alle x = (x;,+-, xy), Y= (Yo, ¥yg) ER? mit x<y, d.h. x;, <y, fur i=1,-,d.
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Lemma 29 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen). Es sei F=F, die
Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf der Borel’schen
o-Algebra B?, d € N. Dann gilt:

AF! >0 far alle x,y e RY mit x <y (A-Monotonie von F)

P[,
lim  F(yyyq)=F (X, x,) furalle xeR?

YilXieYalXg

*

Xa

(x,.,y,.]]:AFXV fur alle x,y e RY mit x<y

1

(rechtsseitige Stetigkeit)

lim  F(x,.Xxg)=1 lim F(x;,---,x,)=0 far i=1,---,d

X4700,+,XqToo Xjl—o0

(Normiertheit / rechtsseitige Stetigkeit).

Satz 29 (Charakterisierungssatz). Es sei F eine A-monotone Funktion auf R? fir
d €N, die die drei Grenzwerteigenschaften von Lemma 29 erfille. Dann gibt es

genau ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf der Borel’schen o- Algebra B?, so dass
F=F ist.

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 82



Ein wichtiger Spezialfall von Verteilungsfunktionen liegt vor, wenn das
zugehorige WahrscheinlichkeitsmaB P eine Dichte f bezlglich des Lebesgue-

MaBes m? besitzt. In diesem Fall gilt ndmlich

Ya 14
AF) :P[x(x,,y,.]]:f---ff(u1,---,ud)du1---dud.

i=1
Xd X

Ist die Dichte f dariber hinaus in dem Punkt x:(x“---,xd)eRd stetig, folgt

nach dem (mehrdimensionalen) Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung sogar noch

f(X“...le)
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Satz 30 (Verteilungsfunktionen bei Unabhangigkeit). Es seien X,,---, X,
reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) mit
den Verteilungsfunktionen F,,---,F, (d.h. zu den Verteilungen P*,-..,P*¢). Dann
gilt: X,,---,X, sind stochastisch unabhangig genau dann, wenn fur die
Verteilungsfunktion F der gemeinsamen Verteilung P gilt:

d
F(X1l"'lxd):HFi(Xi)' X :(X“-..’Xd)ERd.

i=1
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Definition 30 (Randverteilungen). Es sei (X/Q,,(X)A,.) ein Produkt-Messraum mit
e i€l

einer abzahlbaren Indexmenge /CN und P ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf

@A, Das fur jede Teilindexmenge JC/ auf dem Produkt-Messraum

i€l

(éQ,,(X)A,.) durch

iel

) A, el
a(xA.):ZP(xB,) mit B, == _
jes iel Q,-, iel\J

eindeutig bestimmte WahrscheinlichkeitsmaBB P, heit Randverteilung der
Ordnung J zu P.

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 85



Lemma 30. Es sei F die zu einem WahrscheinlichkeitsmaB P auf B° gehérige
Verteilungsfunktion auf R? fur d>2 und J={i,--i.} C1:={1,---,d} mit einer
nattrlichen Zahl r<d. Ferner sei K:=/\J={j,j,,} die der GroBe nach

angeordnete Menge der komplementdren Indices. Dann ist die zu dem
Wahrscheinlichkeitsma3 P, gehérige Verteilungsfunktion F, gegeben durch

FJ(X. ---x.): lim - lim F(x,-,Xy), (x,1,---x,,)eIRi’.

i iy
Xj1 —00 X]'d,, —00

Besitzt F darlber hinaus eine Dichte f beziglich des Lebesgue-MaBes m“, so
besitzt F, ebenfalls eine Dichte (bezlglich des Lebesgue-MaBes m'), die
gegeben ist durch

fJ<Xi1'”'Xi,):f”‘ff(xﬂu"xd)dxh.”dxjd,,' (Xi1l"'Xi,>€Rr‘
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Satz 31 (Sklar 1958). Es sei F eine beliebige Verteilungsfunktion auf R mit
d > 2. Dann existiert eine Copula C so, dass

F(Xy i Xg)=C(F(X,), . Fy(x,)) furalle x € R

gilt, wobei F,---,F, die zu F gehérigen Randverteilungsfunktionen bezeichnen.

Die Copula ist dabei eindeutig bestimmt, wenn die Randverteilungsfunktionen
F,--- F, stetig sind.
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Achensee-Paradox: Jemand notiert zwei beliebige verschiedene reelle Zahlen
auf zwei Zetteln (je eine pro Zettel), die verdeckt auf den Tisch gelegt werden.
Eine zweite Person deckt nach Wahl zuféllig einen der Zettel auf. Dann gibt es
eine Strategie, mit der mit mehr als 50%iger Wahrscheinlichkeit entschieden
werden kann, ob die noch verdeckte Zahl gréBer oder kleiner als die
aufgedeckte Zahl ist.

Die versprochene Strategie besteht darin, dass man unabhangig von der GréBe
der aufgedeckten Zahl ein Zufallsexperiment durchfihrt, in dem man eine
Zufallszahl Y erzeugt, die aus einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Q stammt,
deren zugehorige Verteilungsfunktion F lediglich stetig und streng monoton
wachsend auf R sein muss.
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Achensee-Paradox: Jemand notiert zwei beliebige verschiedene reelle Zahlen
auf zwei Zetteln (je eine pro Zettel), die verdeckt auf den Tisch gelegt werden.
Eine zweite Person deckt nach Wahl zufallig einen der Zettel auf. Dann gibt es
eine Strategie, mit der mit mehr als 50%iger Wahrscheinlichkeit entschieden
werden kann, ob die noch verdeckte Zahl gréBer oder kleiner als die
aufgedeckte Zahl ist.

Die Entscheidungsregel zu der Strategie lautet: Ist die Zufallszahl Y gréBer als
die aufgedeckte Zahl, so entscheiden wir, dass die noch verdeckte Zahl ebenfalls
groBer als die aufgedeckte Zahl ist. Ist die Zufallszahl Y kleiner als die
aufgedeckte Zahl, so entscheiden wir, dass die noch verdeckte Zahl ebenfalls
kleiner als die aufgedeckte Zahl ist.

Mit anderen Worten: wir besorgen uns ersatzweise die zweite Zahl aus einem

eigenen unabhangigen Zufallsexperiment und entscheiden dann so, als wenn
die ,gezogene” Zahl tatsachlich die noch verdeckte ware.
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Definition 31 (Pseudo-Inverse). Es sei ¢¥:R—R eine schwach monoton
wachsende, rechtsseitig stetige Funktion. Ferner sei
I(¥):=inf{y(x)| x e R}, S(v):=sup{v(x)|x €R}. Dann ist auf dem offenen
Intervall (I(w),S(q/J)) die Pseudo-Inverse ¢~' von 1 definiert durch

v (y):=inf{x e R|v(x) >y}, y € (I(y),S(¥)).

SW) 1 I
— Y(x)

H
@) }
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Lemma 31 (Eigenschaften der Pseudo-Inversen). Es seien ¢ und ¢ ' wie in
Definition 31. Dann gilt:

a) v ' istauf (I(y),S(y)) schwach monoton wachsend und linksseitig stetig.

b) (¢ '(y)) >y furalle y e (I(¥),S()).

Q) Ist ¢ in ¢ '(y) stetig fur ein y € (I(v)), S()), so gilt w(z/)”(y)):y.

d) ¢ '(v(x)) < x furalle x e R mit y(x) € (I()), S()).

e) Ist ¢ ' in (x) stetig fur ein xeR mit (x)e(l(¥),S(¥)), so gilt
¢ (¥(x)) = x.
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Lemma 32. Es sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A4,P) mit stetiger Verteilungsfunktion F. Dann ist die Zufallsvariable

Y :=F(X) Uber dem Einheitsintervall [0,1] stetig gleichverteilt. Ist umgekehrt F
eine beliebige Verteilungsfunktion und Y eine tGber dem Einheitsintervall [0, 1]

stetig gleichverteilte Zufallsvariable, so besitzt die Zufallsvariable X:=F'(Y)
die Verteilungsfunktion F.

Definition 32 (Erwartungswert). Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q A,P). Im Falle der Existenz heif3t

E(X):= f X dP

der Erwartungswert von X.
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Lemma 33 (Eigenschaften des Erwartungswerts). Es sei (Q,4,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, X, Y und {Xn}nEN seien reellwertige Zufallsvariablen.
Dann gilt:
a) Ist X =1, furein A€ A, soist E(X)=P(A).
b) E(aX+BY)=caE(X)+ BE(Y) fur alle o, 3€ R (im Falle der Existenz)
0 X<Y = E(X)<E(Y)
d) [EQ<E(|X])
e) VAcA: P(A)=0 = [XdP=E(l,-X)=0
A

f) X>0 und E(X)=0 = X =0 P-fast sicher

g) X =Y P-fastsicher = E(X)=E(Y)

h) VAcA: E(1,-X)<E(l,Y) = X <Y P-fastsicher
) VAcA: E(1,-X)=E(1,-Y) = X =Y P-fastsicher
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Lemma 33 (Eigenschaften des Erwartungswerts). Es sei (2,4, 1) ein MaBraum,
X, Y und {X,}  seien reellwertige Zufallsvariablen. Dann gilt:

)
k)

D. Pfeifer: Stochastik |1 SS 2026

Ve>0: P(IX|>e)< @ (Markoff-Ungleichung).

Ist die Folge {X,} ., nicht-negativ und schwach monoton wachsend, so gilt
lim £(X,) = E(lim X, .

Ist die Folge {X,} , punktweise konvergent gegen X und gilt | X, |<Y fir
alle ne N mit E(Y) < oo, so gilt ebenfalls LL@E(X") = E(LL"JCX") = E(X) sowie

lim E(|X, — X|) = 0.

n—oo
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Satz 32 (Berechnung von Erwartungswerten). Es seien X und Y reellweertige
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A,P).

a) Ist X diskret verteilt, d.h. gibt es eine hochstens abzéhlbare Menge T C R
mit P*(T)=1 und P(X=x)>0 fur alle xeT, so ist X genau dann

eigentlich P-integrierbar, wenn

S IX|P(X =x)< o0

xeT

gilt. In diesem Fall 13sst sich der Erwartungswert darstellen als

E(X)=> x-P(X =x).

xeT

Ist des Weiteren P selbst eine diskrete Verteilung, d.h. gilt {w}<c A fur alle
weQ und P({w})>0 fur hochstens abzahlbar viele w € €, so gilt analog

E(X) =2 X (w)P({w})

we
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Satz 32 (Berechnung von Erwartungswerten). Es seien X und Y reellwertige
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P).

b) Besitzt P* eine Dichte bezuglich des Lebesgue-MaBes, so ist X genau dann
eigentlich P-integrierbar, wenn

j|x|f(x)dx<oo

—00

gilt. In diesem Fall lasst sich der Erwartungswert darstellen als

E(X):jx-f(x)dx.
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Satz 32 (Berechnung von Erwartungswerten). Es seien X und Y reellweertige
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A,P).

c¢) Bezeichnet F die Verteilungsfunktion von X und ist X eigentlich P-
integrierbar, so gilt

E(X)= —]F(x)dx +j(1— F(x))dx.

d) Ist X eigentlich P-integrierbar, so lasst sich der Erwartungswert auch
darstellen als

E(X)= [F(x)dx,

0

wobei F' wieder die Pseudo-Inverse von F bezeichne.
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0.
‘fF(,\‘)L'Z\‘

Veranschaulichung des Erwartungswertes
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Lemma 34. Es sei X ein Zufallsvektor auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(©,A,P) mit Werten in R, d eN. Ferner sei G:R* - R eine Borel-messbare

Abbildung. Dann gilt: ist G(X) P-integrierbar, so gilt

E(G(X)) = [G(X)dP= [GdP*.

Besitzt dartiber hinaus die Verteilung P* eine Dichte f, so gilt auch

(o @]

E(G(X))= T-~fG(x1,---,xd)-f(x1,---,xd)dx1-‘-dxd.
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Lemma 35. Es seien X,,---,X, stochastisch unabhangige, reellwertige
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P). Sind dann alle X;

I

d
P-integrierbar, so auch Y :=[]X;, und es gilt
i=1

E(Y):E[ﬁx,]:ﬁf(x,).

i=1
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Lemma 36 (Jensen’sche Ungleichung). Es sei X = (X1,...,Xd) ein d-dimensionaler
Zufallsvektor auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) mit Werten in einer

konvexen Menge Mec B’ mit deN und G: M — R eine messbare, konvexe
(konkave) Abbildung. G(X) sowie die Komponenten X,,---,X, von X seien

samtlich P-integrierbar. Dann ist (E(X1),---,E(Xd)) € M, und es qgilt:

> G(E(X,),,E(X,)), falls G konvex
E(G(X)) < G(E(X,),,E(X,)), falls G konkav

Ist G nicht-negativ und konkav, braucht dabei lediglich die Integrierbarkeit aller
Komponenten von X gefordert zu werden.
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Definition 33 (Varianz, Kovarianz und héhere Momente). Es seien X und Y

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 4,P) sowie k € N.

a) Ist X* P-integrierbar, so auch X; in diesem Fall heiBt
2
Var (X):=E((x ~E(X)))
die Varianz von X bzw. von P*.
b) Sind X,Y und X-Y jeweils P-integrierbar, so heif3t

Kov(X,Y):=E[(X —E(X))(Y —E(Y))]

die Kovarianz von X wund Y. Ist Kov(X,Y)=0, so heiBen X und

Y unkorreljert.
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Definition 33 (Varianz, Kovarianz und héhere Momente). Es seien X und Y

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 4,P) sowie k € N.

o) st |X|k P -integrierbar, so auch X; in diesem Fall heiBt
. (E|X|k) das k -te absolute Moment von X
. E(X") das k -te Moment von X

. E(|X—E(X)|k) das k -te absolute zentrale Moment von X und

. E((X—E(X))k) das k -te zentrale Moment von X (bzw. P¥).
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Lemma 37 (Eigenschaften von Momenten). Es seien X und Y Zufallsvariablen

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P).
a) Sind X%, Y und X-Y P-integrierbar, so ist auch
Var (X) = Kov (X, X)=E(X?)~(E(X))
und
Kov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y).
Fur beliebige c € R gilt dartber hinaus:

2

E((X —c)")=Var(X)+(E(X)~c),
d.h. E((X—c)z) ist minimal fur ¢ = E(X). Ferner gilt:

Var(X)=0 < X =const P-fast sicher.
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Lemma 37 (Eigenschaften von Momenten). Es seien X und Y Zufallsvariablen

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P).
b) Sind X%, Y und X-Y P-integrierbar, so gilt:

Var(aX + b) = a*-Var(X)
Kov(aX +b,cY +d)=ac-Kov(X,Y)

fur alle a,b,c,d € R. Ferner ist

Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+2 Kov(X,Y).

Sind speziell X und Y unkorreliert, so gilt

Var (X +Y)=Var(X)+Var(Y).
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Lemma 37 (Eigenschaften von Momenten). Es seien X und Y Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P).

¢) Ist X* P-integrierbar, so gilt

Var(X)

2

P(IX—E(X)|>2)<—

fur alle e >0 (Tschebyscheff-Ungleichung).

d) Existiert fur ein k € N das k-te absolute Moment von X, so existieren auch
alle m-ten Momente von X fur m<k (d.h. absolute und nicht-absolute,
zentrale und nicht-zentrale), und es gilt

m/k

E(X—c)")<E(IX ") < (E(|X —c|k))m/k <2m (E(|X|k)+ |c|k)

fur alle c e R.
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Lemma 37 (Eigenschaften von Momenten). Es seien X und Y Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P).

Bezeichnet F die Verteilungsfunktion von X bzw. P*, so gilt auch die
Darstellung

1

E(X)= kak 'F(x dx+kak1 (1 F(x))dx = f

E(|X|k):ka"1F(x)dx+ka"1 (1—F(x))dx:]‘F1(x)‘ dx.

e) Sind |X|” und |Y|" P-integrierbar fur p,q>1 mit lJrl:1, so ist auch |XY/|
p q
P-integrierbar, und es gilt

E(|X.Y|) < (E(|X|p))1/p .(E(|Y|q))1/q (Hélder-Ungleichung).
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Lemma 37 (Eigenschaften von Momenten). Es seien X und Y Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P).

Ist speziell p=q =2, so gilt auch

Kov(X,Y)| < Var(X)-Var(Y)

mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y P-fs. linear voneinander
abhangen, d.h. wenn Zahlen a,b,c € R, a,b nicht beide Null, existieren mit
aX +bY =c P-fastsicher.

Definition 34 (Korrelation). Es seien X und Y Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P) mit 0 < Var(X),Var(Y)<oo. Dann heiBt

Kov(X,Y)

Korr X, Y
\/Var )War(Y)

die Korrelation zwischen X und Y.
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Definition 35 (Faltung). Es seien X und Y reellwertige, stochastisch
unabhangige Zufallsvariablen. Dann hei3t die Verteilung der Summe X +Y die
Faltung der Verteilungen von X und Y, in Zeichen:

PX «PY = P,

Lemma 38. Es seien X und Y stochastisch unabhangige, reellwertige
Zufallsvariablen. Ihre Verteilungsfunktionen seien mit F, und F, bezeichnet,

bei stetigen Verteilungen ferner ihre Dichten entsprechend mit f, und f,. Die
Verteilungsfunktion der Faltung P*xP" sei mit F, +F, bezeichnet,
entsprechend im Fall der Existenz die Dichte mit f, «f,. Dann gilt:

FX*FY(Z):FY*FX(Z):jFX(Z_y)PY(dy):jFY(Z_X)PX(dX)
Fe xF(2) =F, xF(2) = TFX(Z_Y)fy(Y)dy: TFY(Z—X)fx(X)dX
fxf(2) =1, *fx(Z)Zfo(z—y)fy(y)dy:jfy(z—x)fx(x)dx, zeR.
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Lemma 39. Es seien X und Y stochastisch unabhangige, reellwertige
Zufallsvariablen mit Werten in Z. Dann gilt:

FexF (n)=P(X+Y <n)=>"F(n—k)-P(X=k)=>_F(n—k)-P(Y =k)

keZ keZ

P(X+Y=n)=>Y P(X=k)-P(Y=n—k)=> P(Y =k)-P(X =n—k)

keZ keZ

fur alle ne Z.
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Beispiel fur abhangige Zufallsvariablen:

Der Zufallsvektor Z =(X,Y) besitze eine auf
das Dreieck D:={(x,y)|0<x <y <1} konzen-
trierte Lebesgue-Dichte der Form .

os

f,(x,y)=c-(x+y)far (x,y)eD o4

02

mit einer passenden positiven Konstanten c.
Diese erhalten wir aus der Bedingung

1y

1:HZ€M:jj@wykumuxffx+wﬂm/

0 0

X= y=1

3
c

=—, alsoc=2.
2

y 1 3 y
dy=c[2yrdy=cL
y=c[Jydy=c

x=0 0 2

1,2
X

y=0
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Achtung: Man muss bei der Festlegung der Integrationsgrenzen in der
iterativen Auflésung auf die Reihenfolge der Integration achten. Alternativ gilt
auch

y=1

dx

y=x

1:P(ZeD):fffz(x,y)dydx:cjjx+ydydx:cfxy+y?
D 0 x 0

1

B 1 3 .,
_c[§+x—5x dx =c

x x* X[
_+___
2 2 2

c .
= 5 also wieder ¢ = 2.
x=0

Die jeweiligen Integrationsgrenzen ergeben sich hierbei aus der das Dreieck
charakterisierenden Ungleichung 0 < x <y <1.

Die Dichte von Z lautet somit:

f,(x,y)=2x+y), (x,y)eD < 0<x<y<1.

Graph der Dichte von Z
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Berechnung der Summendichte fir S:=X+Y:

Falll: 0<z<1: Es sind die Ungleichungen .
0<x<y<1und x+y<z zu beachten. Diese
beschreiben das rechts Dblau markierte

Teildreieck, das bestimmt ist durch die
Ungleichungen y

0.84
0.6

0.4

0<x<

NIN

, X<y<z-—x. =

Mit der inneren Integration nach y folgt

z/2z—x
F(z)=P(X+Y <z)= ff £,(x,y)dy dx = 2ffx+ydydx
0 dh
z/2 2 y=z-x z/2 x=z/2 3
4 1 1 b4
—2 [ xy+2 dx = | Z2—4x*dx =z’x——x° :[———]23:—
f 720 [ 37, 1276 73
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Fall 2: 1<z <2: Essind wieder die Ungleichungen 12

0<x<y<1 und x+y<z zu beachten. Diese X =71
beschreiben diesmal die Vereinigung der beiden 1
rechts blau markierten Gebiete G, und G,, die 0
bestimmt sind durch die Ungleichungen i g
¥ 1
0<x<z-1 x<y<1firgG, o4
1<x<Z, x<y< far G
- _X_EIX_y—Z_X ur G,. 0 02" o4 TOE 0B i
X
Mit der inneren Integration nach y folgt
z-1 1 z/2 z—x
F(z2)=P(X+Y <z)= fox+ydydx+2ffx+ydydx_2f —|—x——x ax +--
212 . 8 22 ] 23
22 —axtdx=x+x*— X[ 4|22x-Sx| |=—4 -2
f ‘0 3 |, 3 3

D. Pfeifer: Stochastik 1 SS 2026 114



Durch Differenzieren erhalten wir damit auch die Summendichte:

f(2) = -
s 2z—2°, 1<z<2
1 1
0.8 08
06 06
0.4 fS(Z) 04 FS(Z)
02 02
0705304 08 08 1 12 14 18 18 2 07707 o4 0E o8 1 12 14 16 18 3
Dichte von S Verteilungsfunktion von S
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Beispielhafte Berechnung von Momenten:

E(X):ffx-fz(x,y)dydx:ijx2+xydxdy
D 0 0

1.3 2
X X
=2[ 55y

X:y 5 5
dy =2 [yidy =>
@ 3[y y=>

0

E(Y):ffy-fz(x,y)dydx:ijnyryzdxdy
D 00
x=y 1

:fx2y+2xy2‘ dy:3fy3dy:%
0

x=0 0
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Beispielhafte Berechnung von Momenten:

E(X'Y):ffx-y-fz(x,y)dydxzzf‘yfxzyjtxyzdxdy
D 0 0

2 x=y

1.3
o[ X, X
_2{3y+2y

5 | 1
dy=2[y*dy ==
Y 3{}/ Y =3

x=0

Kov(X,Y):E(X.y)_E(X).E(y):1_i.§:i
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

Il.4. Erzeugende Funktionen
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Definition 36 (erzeugende Funktionen). Es sei X eine reellwertige
Zufallsvariable derart, dass fir eine Teilmenge / C R der Ausdruck

Uy (t):=E(e™), tel

fur alle te/lendlich ist. Dann heit die auf / definierte Abbildung v, die
momenterzeugende Funktion zu X bzw. zu der Verteilung P*.

Die durch
oy (s):=1y(Ins) =E(s*), sce’:={e'|tel}

definierte Funktion heiBBt die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu X
bzw. zu der Verteilung P*.
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Satz 33. Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable derart, dass fur eine Teilmenge
I CR die momenterzeugende Funktion 1, existiert. Dann gilt:

a)

Es ist stets ¢, (0)=¢,(1)=1. Existiert ferner . (t) fur ein
t=t">0 bzw. t=t <0, so auch fuar alle te[o,t*] bzw. te]t,,0].

Bezeichnet speziell
tTi=sup{t e R| ¢y, (t) <oo}, t7:=inf{t € R |y, (t) < oo},
so existiert i, (t) fur alle te(t‘,t+), und o, (s) existiert fur alle se(et’,e“)

(mit der Konvention e =0, e® = o). Gilt insbesondere X >0 bzw. X <0
(mit Wahrscheinlichkeit 1), soist t = —o0c0 bzw. t© = +c.

D. Pfeifer: Stochastik | SS 2026 120



Satz 33. Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable derart, dass fur eine Teilmenge
I CR die momenterzeugende Funktion 1, existiert. Dann gilt:

b) Es sei 0<6<min{t*,—t’}. Dann existieren samtliche Momente

E(|X|k), k €N, 1, istim Nullpunkt beliebig oft differenzierbar, und es gilt

U *(0)=E(X*), k€N und

E(X*
Uy(t) =) <k| tk,

00
k=0

~——

t|<é.
Insbesondere ist

2

E(X) = 15 (0), Var(X) =13, (0) — {5 (0)}
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Satz 33. Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable derart, dass fur eine Teilmenge
I CR die momenterzeugende Funktion 1, existiert. Dann gilt:

Ferner ist ¢, (s) fur s =1 differenzierbar, und es gilt

YR =E [ﬁ(x_i) , keN und

s

(s—1%,

‘PX(S =

o0
k=0
Insbesondere ist

E(X) = ¢y (D), Var(X) = oy () + e, (){1- ¢ (D}
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Satz 33. Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable derart, dass fur eine Teilmenge

I CR die momenterzeugende Funktion 1, existiert. Dann gilt:

c)

d)

Gilt P(XGZ*):1 mit Z":={0,1,2,---}, so lasst sich o, fortsetzen, d.h. es

existiert o, (s) = E(SX) auch fir alle [s| <1, und es gilt

¢(0)

o =P(X =k), kecN und

px(8) =S P(X =K)s*, |s|<1.
k=0

Sind X und Y stochastisch unabhangige, reellwertige Zufallsvariablen mit
momenterzeugenden Funktionen v, und ¢, die beide in derselben Menge

I C R existieren, so besitzt dort auch die Zufallsvariable Z=X+Y eine
momenterzeugende Funktion, und es gilt

wXJrY(t) = wx(t) : wy(t), tel
bzw. auch
iy (8) =0, (5) -, (s), see’.
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

II.5. Grundlegende Verteilungen
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p Zahldichte f(k) = P(X = k) @, () E(X) Var(X)
1 - ’_
u L k=1.-neN ss 1 n+1 n -1
n n s-1 2 12
n k n—k
B(n, p) k]p (1-p)™*, k=0,,n;pe[0,1] (1—p+ps) | nP np(1- p)
B+k—1) . ' 1— 1—
NB(3, p) [ ]pm—p), kez';3>0,pe(0,1] (;] —r —zp
k 1-(1—p)s p p
Ak
P(\) e’ P keZ'; x>0 e A A
!
U, Gleichverteilung
B(n,p) | Binomialverteilung
NB(3,p) | negative Binomialverteilung
P() Poisson-Verteilung
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Lemma 40. Ist X eine G(p)-verteilte Zufallsvariable mit 0 < p <1, so gilt:

P(X=m|X>n)=P(X=m—n) faralle 0<n<meZ".

Satz 34 (Poisson 1837). Es seien \,v>0 und {p,} .. {9,},, S(0,1) Folgen

neN —
reeller Zahlen mit limn-p,=X, limn-(1—q,)=v. Ferner seien X.Y, XY,

Zufallsvariablen mit P* =P()\), P = P(v), P* =B(n,p,), P = NB(n,q ) fur alle
n e N. Dann gilt:

P(X =k)=limP(X, =k), P(Y =k)=limP(Y, =k) furalle k€ Z".

n—oo n—oo
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P~ Dichte f(x) P (t) E(X) | Var(X)
bt at 2
Ula, b] ! ,a<x<b —¢€ a+b | (b—a)
b—a t(b—a) 2 12
=« A 1
E(N) xe™, x>0, A>0 A - -
At A ?
XW1 ax A ¢ « «
I, M) AN —e ™, x>0; ,A>0 [—] — —
I'(c) A—t A A
(X*/’)Z 2,2
2 202 ] ot 2
N, 0%) e X, pnER,0>0 exp|——+put| | 1 o
270°
Ula, b] (stetige) Gleichverteilung
&) Exponentialverteilung
(o, M) Gamma-Verteilung
N(u,0%) | Normalverteilung
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Lemma 41. Ist X eine £()\)-verteilte Zufallsvariable mit A >0, so gilt:

P(X>z|X>x)=P(X>z—x) furalle 0<x<zeR".

Satz 35. Ist X eine Zufallsvariable mit Werten in R* und einer stetigen
Verteilungsfunktion F, und gilt

P(X>z|X>x)=P(X>z—x) furalle 0<x<zeR",

so ist notwendig X exponentialverteilt mit einem Parameter \ > 0.

Lemma 42. Ist X eine &()\)-verteilte Zufallsvariable mit A >0, so ist Y :=|X]
geometrisch  verteilt mit Parameter p=1-e*. Dabei bezeichne
|z]:=max{meZ|m<z} fur alle zeR (groBte ganze Zahl unterhalb von z,
“GauB-Klammer"). Ist umgekehrt {X,}  eine Folge geometrisch verteilter

Zufallsvariablen mit Parametern p,=1-e"

, SO ist Y = X, asymptotisch
n
E(N\) -verteilt, d.h. hier:
limP(Y,<x)=1-e™ furalle x>0.

n—oo
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Lemma 43. Ist X eine N(0,1) -verteilte Zufallsvariable, so ist Y :i=pu+ocX mit

LER, 0>0 N(M,oz) -verteilt.

Ist umgekehrt Y N(u,az) -verteilt, so ist X := Y—u N(0,1) -verteilt.

g
Lemma 44. Fir eine N (,0” ) -verteilte Zufallsvariable X gilt:

242
ot

Uy (t) = exp[ >

+ut|, teR; yeR, o>0.
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0.24

0.151

0.1

2 u 2 4 B E

Dichte der Normalverteilung N (3,2)
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0.5 a =1 (Exponentialverteilung)

0.6

0.41 /
0.21 /

o 2 4 B F] 10 12

a = 2 (Erlangverteilung)

«a =3 (Erlangverteilung)

Dichten verschiedener T'(«, 1) -Verteilungen
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px Dichte f(x), x€R E(X) | Var(X)
, F{n 1 R
X, =l——| | -=——e", x>0 n 2n
2.2) | [r1(n12)
Bla, ) XA oy @ of
B(a, 3) a+8 | (a+8)(a+8+1)
;CN(MI 02) ! exp[ (Inx 72 2 ], x>0 eN‘HTZ/Z e2u+02 (e”z — 1)
X\/me2 20

x*-Verteilung (n € N)

B(o, 3)

Beta-Verteilung («, 8> 0)

LN (1, 0%)

Log-Normalverteilung (x € R, o >0)

Die x*-Verteilung ergibt sich als Verteilung einer Summe aus Quadraten von
n stochastisch unabhangigen standard-normalverteilten Zufallsvariablen.
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pX Dichte f(x), x € R E(X) | Var(X)
e’ 2
L - 0 T
(1 +e ) 3
.omTom T
s - w[sm— cos]
LrL @ x> 0 . a a
(1+XU) asin— asin® = cos—
@ a a
c 1.1
714+ x°
1 — 2
IN (i, 0%) | ———=—=¢exp f% L, x>0 | H wo?
\2re’x? 2o x
L Logistische Verteilung
LL Log-Logistische Verteilung (« > 0)
C Cauchy-Verteilung
IN (u,0?) | Inverse GauB-Verteilung (u,o > 0)
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pX Dichte f(x), xR E(X) Var(X)
@ | €7 o |1 |—1
X' ()’ o —1 (=1 (a—2)
Pala) | &% 1 o«
1+ x)’ x>0 o —1 (a—N(a-2)
(~e) s
g e -exp(—e* 0% ~
i 6
o} a 2 2 1
# | Sie(ox) o oy =T
2 , 1
W(a) ax‘“*exp(—x‘*), x>0 r(1+_ F[1+—]—F (1+—J
« o

ZG(a) | Inverse Gamma-Verteilung (a > 0)

Pa(a) | Pareto-Verteilung (a > 0)

g Gumbel-Verteilung

F(a) |Fréchet-Verteilung (o > 0)

W(a) |Weibull-Verteilung (a > 0)
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px Name Verteilungsfunktion F(x), x e R
L _— . 1
Logistische Verteilung —~
1+ e
LrL I . 1
Log-Logistische Verteilung e x>0 (a>0)
C . 1 1
Cauchy-Verteilung —arctan(x) + 5
7T
1
Pala) Pareto-Verteilung 11—, (a>0)
(1+x)
g Gumbel-Verteilung exp(—e ™)
F(a) |Fréchet-Verteilung exp(—x"), x>0 (> 0)
W(a) | Weibull-Verteilung 1—exp<—x°), x>0 (a > 0)
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P Transformation | p¥ PX Transformation | p¥
uo,1 |y=a+(-a)X | Ulab] URI |y — xwe _yq Pa(a)
u[o,1] Y:—%In(X) £V U1 | Y =—In(=Inx) | G
N(po®) | Y =e* LN (u,0%) | | EQ) | Y ==In(X) G

— X _ _Xia Fla)
U[0,1] Y =In 1—X] L g Y=e
c y — X cr Fla) | Y= % W()
U[0,1] Y = —cot(nX) C () y — xVe W(a)
) |Y= % 76(a) W(a) | Y = % Fla)
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Dichte von PX | Bereich | Transformation | Dichte von P | Bereich
F(x) x>0 Y:% %f% x>0
f(x) x>0 |Y=X", a>0 %x”“f(x””) x>0
f(x) x>0 |Y=In(X) e*-f(e") xR
f(x) XER |Y =¢e¥ %f(lnx) x>0
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

11.6. Das Gesetz der GroBBen Zahlen
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Definition 37 (Stochastische Konvergenz): Eine Folge {X,} . reeller

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) heiBt stochastisch
konvergent gegen eine reelle Zufallsvariable X, wenn gilt

limP(|X,—X|>¢)=0 furalle >0,

n—oo

P
in Zeichen: P-lim X, =X oder X,— X (n— o). Die Folge hei3t gleichmaBig

n—oo

stochastisch konvergent gegen eine reelle Zufallsvariable X, wenn gilt

lim P[sup|Xm - X|> s]: 0 faralle £>0.

m>n
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Definition 38 (fast sichere Konvergenz): Eine Folge {X,,}nGN reeller

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) heiBt fast sicher
konvergent gegen eine reelle Zufallsvariable X, wenn gilt

=1,

Dsz
Cz

P(lim X = x) [ ‘

n—oo
k

=]

m

Il
EN
Il
ER

n

f.s.
in Zeichen: lim X, = X f.s. oder X, — X (n — o).

n—oo

Definition 39: Es sei (€,.4) ein Messraum und {A }  C.A eine beliebige Folge
von Ereignissen. Dann heift

limsup A, = ﬂ U A, der Limes Superior der Mengenfolge,

n—oo n=1m=n

liminfA_ = J ﬂ A, der Limes Inferior der Mengenfolge.

n—oo
n=1m=n
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Satz 36: Es sei {X,X,} . eine Folge reeller Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (£, A,P). Dann gelten folgende Aussagen:

a) limX,=Xfs. = P-limX, =X,

n—oo n—oo

d.h. fast sichere impliziert stochastische Konvergenz.

b) P-limsup|X,—X|=0 = limX, =X fs.,,

n—oo m>n n—oo

d.h. gleichméBige stochastische Konvergenz impliziert fast sichere

Konvergenz.

Den letzten Sachverhalt kann man auch so ausdricken: fast sichere und

gleichméBige stochastische Konvergenz sind aquivalent.
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Satz 37 (schwaches Gesetz der GroBen Zahlen): Es sei {X,,}nEN eine Folge

paarweise unkorrelierter quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) mit

E(X,)=peR furalle neN und Iim%ZVar(Xk):O.

n—oo n =
Dann gilt fur die arithmetischen Mittel X, := lZXk dieser Folge:
nis

P-lim X, = pu.

n—oo
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Lemma 45: Es sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A€ A ein Ereignis
mit Eintrittswahrscheinlichkeit p:= P(A)e(0,1). Betrachtet wird ein Experiment
mit unabhangiger Versuchswiederholung, d.h. der Produkt-

Wahrscheinlichkeitraum (Q*,A*,P*):(X Q,R0A4, &P| mit der stochastisch

neN neN neN

unabhangigen Ereignisfolge {A,,}nEN C A", definiert durch

n-1 00
A = _>§Q><A>< X Q furalle neN,

i=n+1
d.h. A, beschreibt das Eintreten von A im n-ten Experiment. Ferner sei X, =1,

'n

far alle neN. Dann beschreibt H, ::lZXk die relative Haufigkeit des
ni=

Eintretens des Ereignisses A in den ersten n Experimenten, und es gilt

P-limH, = p.

n—oo
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Lemma 46 (Borel-Cantelli): Es sei {A,,}nEN eine Folge von Ereignissen in einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P). Dann gilt:

a) iP(An)<oo = P[IimsupAn}zo.

n=1 n—o0

b) Ist die Folge {A, }  zusatzlich stochastisch unabhéngig, so gilt

iP(An):OO = P[IimsupAn]:L

n=1 n—oo
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Satz 38 (starkes Gesetz der GroBBen Zahlen; Etemadi 1981): Es sei {X,,}nGN eine

Folge paarweise unkorrelierter quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf
einem Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit

E(X,)=pn€eR furalle neN und V:=sup{Var(X,)}<oc.

neN

Dann gilt fur die arithmetischen Mittel X, := lZXk dieser Folge:
nis

lim X, = fast sicher.

n—oo

Lemma 47: Unter den Bedingungen von Lemma 45 gilt auch:

limH, = p fastsicher.

n—oo
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Satz 39 (Gesetz vom iterierten Logarithmus): Es sei {X,} . eine Folge
unabhangiger, identisch verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit

E(X,)=p€eR furalle neN und Var(X,)=o0">0.

Dann gilt, mit o = Jo? >0:

Z(Xk _M) Z(Xk _N>
limsup=l —— =4, liminfA&2———— = —¢ fastsicher.
n~>ocp J2nIninn 7 n—c  [2nInlnn 7
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

I.7. Der Zentrale Grenzwertsatz

D. Pfeifer: Stochastik 1 SS 2026 147



Definition 40 (schwache Konvergenz): Es seien {Q,}  und Q Verteilungen auf
der Borel'schen o-Algebra B'. Die Folge {Q,}

verteilungs-)konvergent gegen Q, wenn gilt:

neN

e heiBt schwach (oder auch

Iimfngn :fng fur alle g€ CB(R),

n—oo

wobei CB(R) die Menge der reellen, auf R stetigen und beschrankten

Funktionen bezeichne; in Zeichen: Q =w-limQ, oder Q, LQ (n — 00).
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Lemma 48: Es seien {Q,}
B'. Die Folge {Q,},

_y und Q Verteilungen auf der Borel’schen o -Algebra

_ ist genau dann schwach konvergent gegen Q, wenn gilt:

lim fngn :fgdo fur alle g € UCB(R),

n—oo

wobei UCB(R) die Menge der reellen, auf R gleichméBig stetigen und

beschrankten Funktionen bezeichne (aus dem Englischen: uniformly bounded
and continuous).
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Satz 40: Es sei {X,Xn}nEN eine Folge reeller Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (£, 4,P). Dann gelten folgende Aussagen:

a) P-limX, =X = w-limX, =X,

n—oo n—oo

d.h. stochastische impliziert schwache Konvergenz.

b) Ist X fast sicher konstant, gilt hiervon auch die Umkehrung:
w-limX, =X = P-limX,=X.

n—oo n—oo
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Satz 41. Es seien {Q,}

Die zugehorigen Verteilungsfunktionen seien mit F,, n€ N bzw. F bezeichnet;

_y und Q Verteilungen auf der Borel’schen o -Algebra B

C(F) bzw. C(F”) mogen die Mengen der reellen Stetigkeitspunkte von F bzw.

der im Intervall (0,1) gelegenen Stetigkeitspunkte der Pseudoinversen F~
bezeichnen. Die folgenden drei Aussagen sind dann aquivalent:

a) Q=w-limQ,
b) F(x)= ILm F.(x) fur alle x € C(F)

¢) F'u)=limF, '(u) furalle uc C(F”)
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Satz 42: Es sei {X,Xn}nEN eine Folge reeller Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum  (Q,.4,P) mit zugehdrigen momenterzeugenden
Funktionen {wx,wxn}neN, die samtlich in einem Intervall [-§,6] fur ein §>0
existieren mégen. Dann gilt:

lim v, (t) = 1, (t) fur alle tj<s = P*=w-limpP*,

d.h. die Konvergenz der erzeugenden Funktionen impliziert die schwache
Konvergenz der Verteilungen, und es gilt ferner

lim E(X})=E(X*) furalle k€N,

n—oo

d.h. die Konvergenz samtlicher Momente.
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Satz 43 (Zentraler Grenzwertsatz): Es sei {X,} . eine Folge stochastisch
unabhangiger, identisch verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit

E(X,)=peR und Var(X,)=0%>0 furalle neN.

Die (normalisierten) Zufallsvariablen {Tn}nEN seien definiert durch

1 n
T,=——>» (X, —pu) furalle neN.
=X )

Dann gilt:
N(0,1) =w-limP™, d.h. insbesondere limP 1 (Xk —p) < x|=(x) fur alle
n=o0 U\/E k=1
X €R,

unabhéngig von der den {X,} . zu Grunde liegenden Verteilung.
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Satz 44 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg): Es sei {X,,}nGN eine Folge
stochastisch unabhangiger quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) mit

E(X,)=p€eR und Var(X,)=o0>>0 furalle neN.

Die (normalisierten) Zufallsvariablen {Tn}nEN seien definiert durch

T, ::%Zn:(xk—u) fur alle neN
0 k=1

P fVar[Zn:Xk]: Zn:ai.
k=1 k=1

Dann gilt AN(0,1) =w-limP», wenn die so genannte Lindeberg-Bedingung
erfallt ist:

mit

im 15" [ (x—u) PX(dx)=0 fur ein 6> 0.
n—o0 (O_[n]) k=1 {\x—u\zgom}
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Bemerkung: Die Lindeberg-Bedingung ist in folgenden Situationen erfullt (und

damit der Zentrale Grenzwertsatz gultig):

a) Die Folge {X,} . istidentisch verteilt. (Situation des Satzes 43).

b) Die Folge {X,} , erfullt die so genannte Ljapunoff-Bedingung:

iim ( [1)2+5ZE( M) 0.

]

) DieFolge {X,} . ist gleichméBig beschrankt und es gilt lim o™ = oc.

n—oo
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

[1.8. Der Satz von Glivenko-Cantelli
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Empirische Verteilungsfunktion:

Sind X,,---,X, (ne€N) unabhangige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
der (theoretischen) Verteilungsfunktion F, so ist die empirische
Verteilungsfunktion £, definiert durch

F (x):= 21( wa(X,) furalle x e R.
Interpretation:

Die empirische Verteilungsfunktion F, ist die Verteilungsfunktion einer (zufalligen)
diskreten Gleichverteilung auf den , Punkten” X,,---, X

n-

Satz von Glivenko-Cantelli (Zentralsatz der Statistik):

Die empirische Verteilungsfunktion I:',, konvergiert gleichmaBig gegen die
~wahre” Verteilungsfunktion F fir n — oo, d.h. es gilt

lim sup| F,(x) — F(x)|=

N—=00 xecRr
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Bemerkung:
Die schwachere (punktweise) Aussage lim F',,(x)—F(x) =0 fur alle x eRist eine

direkte Konsequenz des Gesetzes der groBBen Zahlen, angewendet auf die Folge
B(1,F(x))-binomialverteilter Zufallsvariablen Y, (X) =1 q(X,) far
neN, xeR.
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

11.9. Bedingte Verteilungen
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Definition 41 (allgemeine bedingte Wahrscheinlichkeit): Es sei (Q,A,P) ein

Wahrscheinlichkeitsraum und C L Aeine beliebige Teil-o-Algebra. Jede C-
messbare Zufallsvariable P(A|C) mit A€ A und den folgenden Eigenschaften

e P(A|C)w)€]0,1] furalle we
e P(@|C)=0, P(Q|C)=1
. P(AﬂB):fP(A|C)dP fur alle BeC

heiBBt bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der o -Algebra) C.
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Definition 42 (reguldre bedingte Verteilungen): Gilt unter den Bedingungen
von Definition 42 zus&tzlich fur alle paarweise disjunkten Folgen {A } C A:

. [UA |C]:f:P A,|C) P.fastsicher,
n=1

so heiBt das durch P(«|C) P.-fast sicher bestimmte (bedingte)
WahrscheinlichkeitsmaB3 auf A regular.

Satz 45 (Faktorisierungssatz Il). Es sei (©,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Y ein Zufallselement mit Werten in einem Messraum (X,B). C bezeichne die

von Y erzeugte Teil-o-Algebra von A. Eine reellwertige Zufallsvariable X auf
(Q,A,P) ist genau dann (C-messbar, wenn eine messbare Abbildung

h:(x,B)— (R1,B1) existiert mit X = ho.
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Satz 46 (bedingte Verteilungen und Dichten). Es sei X ein n-dimensionaler und
Y ein m-dimensionaler Zufallsvektor (n,mecN) auf einem Wahrschein-

lichkeitsraum (Q,A,P) derart, dass P*Y) eine (n+ m-dimensionale) Dichte fxv)
bezuglich eines geeigneten Produkt-MaBes = i, ®v,, auf der Borel’schen o -

Algebra B"™ =B" @ B™ besitze. In diesem Fall existiert eine regulare Version
der bedingten Verteilung P*(+|Y =y); eine solche ist etwa gegeben durch die

zugehorige bedingte ,-Dichte

fxx) (X Y)

20727 falls £,(y)>0
fx|Y=y)={ £y Y cR".

f (x), falls £,(y)=0,

Hierbei bezeichnet f,(x) die Randdichte von X (enstprechend fur f,(y)), die
gegeben ist durch

fx(X)Zfﬁx,Y)(X.y)l/m(dy), X eR".
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Satz 47. In der Situation des Satzes 46 sei u das (n-+m)-dimensionale

Lebesgue-MaB und zusétzlich fy,(x, ) fur alle xeR" und £, in einem Punkt

yER" stetig mit f(y)>0. U,(y):=X[y,—h,y, +h] bezeichne fur h>0 die
Wairfel-Umgebung von y mit Kantenldange 2h. Dann gilt fur jede Menge Ac B":

P(XeA|Y:y):ILwP(XeAWeUh(y)).
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Wahrscheinlichkeitsraum; X,)Y,Z seien

Satz 48. Es sei (Q,A4,P) ein
Zufallselemente mit Werten in Messraumen (X,B8), (2,D), (3,F). Dann gilt:

a) Ist U eine reellwertige Zufallsvariable auf (@xB,D@j-') und

P(+|Z=2z), z€ 3 regular, so gilt im Falle der Integrierbarkeit:

[ Uty 2P (dy,dz) = [[Uly,2)P"(dy|Z =2)P*(d2)

b) Ist P(«|Z=2), z<c 3 regulér, so gilt
P(XeA,YeB|Z:z):fP(XeA|Y:y,Z:z)PY(dy|Z:z)
B

P% -fast sicher fur alle Ae B, Be D, z€ Z.

¢) X und Y sind stochastisch unabhangig genau dann, wenn es eine regulare
Version von PX(«|Y =y), ye bzw. P'(+|X=x), xeX qgibt, die nicht

von y bzw. von x abhangt.
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Satz 49 (Ersetzungsformel). Es sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum; X und
Y seien Zufallselemente mit Werten in Messraumen (X,B) bzw. (9,D). Die
bedingte Verteilung P*(«|Y =y), y€9 sei regulér, G:(Xx9,B®D)—(3,F)
eine Abbildung mit Werten in dem Messraum (3,.7—"). Dann gilt fir alle Ae F:

P(G(X,Y) € AlY =y)=P(G(X,y) € AlY =y)

Y—
=P(GX,2) €AY =y)|,, PT-s.

Sind X und Y stochastisch unabhangig, so gilt speziell

P(G(X,Y)€AlY =y)=P(G(X,y)e A) P"-fs.
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Definition 43 (reguldrer bedingter Erwartungswert): Es sei (Q,A,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und C L .Aeine Teil-o-Algebra von A; P(s|C) sei
regular. Ist X eine reellwertige Zufallsvariable auf (€2,.4,P), so heiBt im Falle der
Existenz

E(X|C)(w):= [ X(P(dn|C)w)= [ XdP(:|C)(w), we,
oder kirzer

E(X|c)= [ XdP(s[C).
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Lemma 49 (Zerlegungslemma): Es sei (©2,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
C L Aeine Teil-o-Algebra von A; P(s|C) sei regular. Ist die reellwertige

Zufallsvariable X auf (,A,P) integrierbar, so ist sie auch bezlglich P(|C)
integrierbar, und es gilt

EX)=E(E(X|0))= [E(X|C)d
Ist ferner X sogar quadratisch integrierbar, so auch bezuglich P(«|C), und es gilt

Var(X) = E(Var(X |C))+ Var (E(X |C)).
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Satz 50 (Eigenschaften [reguldrer] bedingter Erwartungen): Es sei (Q,A,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und C L[ . Aeine Teil-o-Algebra von A; die
reellwertige Zufallsvariable X auf (€2, 4,P) sei integrierbar. Dann gilt:

a)

b)

)

Ist Y eine weitere reellwertige Zufallsvariable auf (Q,A,P), die C-messbar ist
und far die das Produkt X -Y integrierbar ist, dann gilt:

E(X-Y|C)=Y-E(X]C) (Faktor-Regel)

Insbesondere gilt im Fall X =1:
E(v|c)=Y

Ist D C C eine weitere Teil-o -Algebra von A, so gilt:
E[E(X|C)|D]|=E[E(X|D)|C]=E(X|D) (Turm-Eigenschaft)

Sind die o-Algebren o(X) und C stochastisch unabhangig (im Sinne von
Definition 26), so gilt

E(X|C)=E(X) (Unabhangigkeits-Eigenschaft)

Insbesondere gilt im Fall C={2,Q}: E(X|C)=E(X).
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Il. Grundprinzipien stochastischer
Modellierung

11.10. Die mehrdimensionale Normalverteilung
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Definition 44 (mehrdimensionale Normalverteilung): Ein d-dimensionaler
Zufallsvektor X =(X,,---,X,)" mit Werten in (Rd,Bd) besitzt eine d-

dimensionale (nicht-entartete) Normalverteilung N(u,E), wenn er bezlglich

des Lebesgue-MaBes m? die Dichte

f(X1:"‘ _%(X_u)tr21(x_u)]

1
'X”—mexp[

tr

mit X = (X, Xg) €RY, p=(p, . p1y) €R? besitzt, wobei ¥ eine symme-

trische positiv-definite d x d -Matrix ist.
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Wegen der positiven Definitheit von ¥ existiert (mindestens) eine quadratische
invertierbare Matrix A mit X = A- A".

Spektralzerlegung der Matrix X : voraussetzungsgemafB besitzt ¥ d (ggf. mit
Vielfachheiten vorkommende) positive Eigenwerte \,,---,)\,; ferner existiert eine

d x d-Matrix T aus orthonormalen Eigenvektoren mit der Eigenschaft

A 0 0 - 0
0 A O 0
Y=TAT"=TAT 'mit A={0 0 "

P A O
0 0 0 A

Jv 0 o0

0oy 0

Hier ist A=TA"? eine mégliche Wahl mit AY* =] 0 0

o

o

o
2
Q.
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Cholesky-Zerlequng von 3; Die gesuchte
Dreiecksmatrix angenommen:

a, 0 - 0
a, a 0
A—|% ?2
g1 9y Agqg
Hiermit ergibt sich
2
a apdy a1y,
2 2
ay,4;, ay +ay; o 8ydy T ayag
S=lo;]=AA" =| : : :
. 2
A48y Ggidyy t+8g8,, Zadk
k=1

Diese Gleichung kann rekursiv aufgeldst werden zu

1 o Oy — Z ay;di
— _ 2 _ “Kk _ i=1 H
A = \Oqqs O = Ukk_zaki' ak1__a ' akj_—’a , 1<k, j<d.
i=1 11 i
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Satz 51 (Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung I): Es sei X ein
N (n,X)-verteilter Zufallsvektor. Dann ist der Zufallsvektor Y =X—p N (0,%)-

verteilt. Ist umgekehrt X A (0,%)-verteilt, dannist Y =X +p N (p,X)-verteilt.

Satz 52 (Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung Il): Es sei X ein d-
dimensionaler N (p,X)-verteilter Zufallsvektor und B eine beliebige mxd -

Matrix mit m<d und vollem Rang m. Dann ist der m-dimensionale
Zufallsvektor Y =BX ebenfalls multivariat normalverteilt mit

PY =N (Bn,BSB"). Im speziellen Fall m=1 bedeutet dies, dass jede

Linearkombination multivariat normalverteilter Zufallsvariablen wieder
(univariat) normalverteilt ist. Insbesondere ist jede Komponente X, von X selbst

univariat normalverteilt mit Erwartungswert j, und Varianz o, far k =1,---,d.

Lemma 50: FUr stochastisch unabhangige multivariat normalverteilte
Zufallsvektoren X und Y derselben Dimension d gilt folgende Rechenregel:

P* = N (py,Zx) und P" = N (py,5y) = P = N (ny + By, S + 3y )-
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