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Mdglichkeiten, auf schwankende Kurse zu reagieren:
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Mdglichkeiten, auf schwankende Kurse zu reagieren:

> spekulativ (in der Hoffnung auf schnelle Gewinne)
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> konservativ (Portfolio-Hedging) §@
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Mdglichkeiten, auf schwankende Kurse zu reagieren:

> spekulativ (in der Hoffnung auf schnelle Gewinne)

&)
> konservativ (Portfolio-Hedging) §@

» verfugbare Finanzinstrumente:

Derivative (Optionen, Futures, ...)

-2d -
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Option:

Recht, eine bestimmte Menge eines bestimmten Gutes zu ei-
nem im voraus festgesetzten Preis
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Option:

Recht, eine bestimmte Menge eines bestimmten Gutes zu ei-
nem im voraus festgesetzten Preis

» innerhalb einer bestimmten Frist (amerikanische Option)
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Option:

Recht, eine bestimmte Menge eines bestimmten Gutes zu ei-
nem im voraus festgesetzten Preis

» innerhalb einer bestimmten Frist (amerikanische Option)

oder

» zu einem bestimmten Zeitpunkt (européische Option)
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Option:

Recht, eine bestimmte Menge eines bestimmten Gutes zu ei-
nem im voraus festgesetzten Preis

» innerhalb einer bestimmten Frist (amerikanische Option)

oder
» zu einem bestimmten Zeitpunkt (européische Option)

o zu kaufen (Call-Option)
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Option:

Recht, eine bestimmte Menge eines bestimmten Gutes zu ei-
nem im voraus festgesetzten Preis

» innerhalb einer bestimmten Frist (amerikanische Option)

oder
» zu einem bestimmten Zeitpunkt (européische Option)

o zu kaufen (Call-Option)
oder

o zu verkaufen (Put-Option).
- 3f-
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Bezeichnungen:
T Laufzeit; Verfalltag
X: AusUbungspreis, Basispreis
S, : Kurswert zur Zeitt, mit 0<t<T
I risikoloser Zins
r =1+i:|Zinsfaktor
v =1/r: |Diskontfaktor

-4b -



LDENBURG

Alctlzrn, Derlvarts, Aroliradgs

Bezeichnungen:
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T Laufzeit; Verfalltag

X: AusUbungspreis, Basispreis

S, : Kurswert zur Zeit t, mit 0 <t <T
I risikoloser Zins

r =1+i:|Zinsfaktor

v =1/r: |Diskontfaktor

Call-Option: | S; > X :|Option austben

S; < X:|Option nicht austiben

Put-Option: | S; < X : |Option austiben

S; > X :|Option nicht austiben
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Veranschaulichung:
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-6 - Put-Option austiben, Call-Option nicht austiben
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Ziel: Bestimmung des ,richtigen” Optionswertes
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Ziel: Bestimmung des ,richtigen” Optionswertes

z.B. C,: Wert der Call-Option zur Zeit t €[0,T]|
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Ziel: Bestimmung des ,richtigen” Optionswertes

z.B. C,: Wert der Call-Option zur Zeit t €[0,T]|

Es gilt am Verfalltag t =T :
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Ziel: Bestimmung des ,richtigen” Optionswertes

z.B. C,: Wert der Call-Option zur Zeit t €[0,T]|

Es gilt am Verfalltag t =T :

C, =max (S, — X;0)= (S, — X)

-7d -
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S, =100
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Beispiel:
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I=5%

X=110

S, =100
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Beispiel: | i=5% X =110

S =130 C =20

S, =100

S;=80| C, -0

Callpreis nach Erwartungswert-Prinzip (= faires Spiel):
C, =Elv-C]
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Beispiel:

I=5%

X=110

S, =130

S, =100

S, =80

Ci =20

¢, =0

Callpreis nach Erwartungswert-Prinzip (= faires Spiel):

Co=Elv-Gl=v-p-C :v-p~(S7T—X)

- 8d -
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Beispiel: | i=5% X =110

S =130 C =20

S, =100

S;=80| C, -0

Callpreis nach Erwartungswert-Prinzip (= faires Spiel):

0,420

7,6
1,05

N

Co=Elv-Gl=v-p-C :v-p-(S;—X)
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SF =130
Analyse: C,=17,62 S, =100 i=5% X=110
S -8 C -0
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S/ >X | §, <X

-9a -
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S; =130
Analyse: C,=7,62 |s=100 i=5% X=110
S;—80| C -0
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S; >X | S <X
Leerverkauf 2 Aktien +200,00 | -260,00 | -160,00
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S; =130
Analyse: C,=17,62 S, =100 i=5% X=110
S -8 C -0
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S; >X | S <X
Leerverkauf 2 Aktien +200,00 | -260,00 | -160,00
Kauf 5 Call-Optionen -38,10 | +100,00 0,00

-9c -



universitdt | OLDENBURG

Alctlzrn, Derlvarts, Aroliradgs

s; =130 C
/
Analyse: C,=17,62 S, =100 i=5% X=A10
S-—80) C —
t=0 t=T /
Aktion Kontobewegung | S; >X )/ S, <X
Leerverkauf 2 Aktien +200,00 | -260, —160f{0
Kauf 5 Call-Optionen -38,10 | +100,00 0,00
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S; =130

Analyse: C,=7,62 |s=100 i=5% X=110
S, -80| ¢ -0
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S/ >X | §, <X
Leerverkauf 2 Aktien +200,00 | -260,00 | -160,00
Kauf 5 Call-Optionen -38,10 | +100,00 0,00
Kredit vergeben -161,90 | +170,00 | +170,00
Saldo 0,00 +10,00 +10,00

- Qe -
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ST =130 C:
Analyse: C,=17,62 S, =100 i=5% X=110
S -8 C -0
t=0 t=T
Aktion ‘ Kontobewegung | S; > X ‘ S, <X

Arbitrage-Moglichkeit!

Kredit vergeben

-161,90

+170,00

+170,00

Saldo

0,00

+10,00

+10,00

- 9f -
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Analyse: hoherer Preis C, =12 5, =100

Alctlzrn, Derlvarts, Aroliradgs

S; =130

i=5% X=110

S —80| C -0

Aktion

Kontobewegung | S; > X

- 10a -
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S; =130

i=5% X=110

Analyse: hoherer Preis C, =12 5, =100

S;—80| C -0

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S/ >X | S, <X
Kauf 2 Aktien -200,00 | +260,00 | +160,00
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ST =130
Analyse: héherer Preis C, =12 S, =100 i=5% X=110
S8 C -0
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S/ >X | S, <X
Kauf 2 Aktien -200,00 | +260,00 | +160,00
Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 | -100,00 0,00

-10c -
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s; =130 G
/
Analyse: héherer Preis C, =12 S, =100 i=5% X=410
S;=80|/ C -

t=0 t= T/
Aktion Kontobewegung | S/ >X [ 5/ < 7/
Kauf 2 Aktien -200,00 +260,’9'6 +160,00
Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 | -100,00 0,00
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S; =130

Analyse: héherer Preis C, =12 S, =100 i=5% X=110

S —80| C -0

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S; >X | 55 <X
Kauf 2 Aktien -200,00 | +260,00 | +160,00
Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 | -100,00 0,00
Kredit aufnehmen +140,00 | -147,00 | -147,00
Saldo 0,00 +13,00 +13,00

- 10e -
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s;=130| C

Analyse: héherer Preis C, =12 S, =100 i=5% X=110
S, -8 ¢ -0
t=0 t=T
Aktion ‘ Kontobewegung | S/ > X ‘ S, <X

Arbitrage-Moéglichkeit!

Kredit aufnehmen

+140,00

-147,00

-147,00

Saldo

0,00

+13,00

+13,00

- 10f -
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Analyse: richtiger Preis C, =? -p o .
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung S >X S, <X
Kauf n Aktien -n-S, +n-S; +n-S;
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Analyse: richtiger Preis C, =? -p o .
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung S >X S, <X
Kauf n Aktien -n-S, +n-S; +n-S;
Verkauf m
m-C, -m-(§; - X
Call-Optionen Mo m-(Sr = X) 0,00

-11b -
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Analyse: richtiger Preis C, =? - o .
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung S >X S, <X
Kauf n Aktien -n-S, +n-S; +n-S;
Verkauf m
.C —m-(S+ —

Call-Optionen Mo m-(Sr = X) 0.00
Kredit aufnehmen +(n-Sy—m-C)) | —r-(n-S,—m-C,) | —r-(n-S,—m-G,)
Saldo 0,00 0,00 0,00

-11c -
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Analyse: richtiger Preis C, NI -
Aktion Kontobewegung S >X S, <X
Kauf n Aktien -n-S, +n-S; +n-S;
Verkauf m
.C —m-(S: —

Call-Optionen MG A =) Qo
Kredit aufnehmen +(n-Sy—m-C) | —r-(n-S,—m-C,) | —r-(n-S,—m-C,)
Saldo 0,00 0,00 0,00

Notwendige Bedingung: n-S; =n-S' —m-(S; — X)

n
—X
:ST und | G, =h,, - (S,—Vv-S;)

= Hed Rati h.,=—
e € ~atlo
g Call S;_ 57?

-11d -
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Darlyerts, Aroftrags

5

:
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Analyse: richtiger Preis C, = ’
t=0 t=T \
Aktion Kontobewegung S >X S; {X
Kainf n Aktian G

\.nc,

Lésung ist unabhanglg von p!

Kredit aufnehmen

+(n-5,—m-C,)

—r-(n-S,—m-C,)

—r-(n-S,—m-C,)

Saldo

0,00

0,00

0,00

Notwendige Bedingung: n-S; =n-S/ —m-(S; — X)

= Hedge Ratio

-11e -

hCaII =

n
m

+_
— 2% und
S, —S;

Co=hey-(Sy—v-5)




Alctlzrn, Derlvarts, Aroliradgs

C,=9,52 s, =100

S; =130 C =20

i=5% X=110

S;—80| C -0

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S/ >X | S <X
Kauf 2 Aktien -200,00 | +260,00 | +160,00
Verkauf 5 Call-Optionen +47,60 | -100,00 0,00
Kredit aufnehmen -152,40 | -160,00 | -160,00
Saldo 0,00 0,00 0,00
. hCa”:;i%s);:% C, = Ca,,~(50—v-ST):§-m15’%:9,52
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Alailgnl, Dar]

Analyse fur Put-Preis: richtiger Preis P, =?

etz Mrolirace

Put-Optionen

Kredit aufnehmen

+n-S, +m-FR)

_r.(n.50+m.[3())

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung Si>X S, <X
Kauf n Aktien -n-S, +n-S; +n-S;
Kauf m —m-P, 0,00 +m-(X—S7)

_r.(n.so+m.[3())

Saldo

0,00

0,00

0,00

Notwendige Bedingung: n-S/ =n-S; + m-(X-5;)

= Hedge Ratio

-13a -
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Analyse fur Put-Preis: richtiger Preis P, =?

t=0

Aktion

Kontobewegung

Si>X

Lésung ist unabhangig von [\)!

Kredit aufnehmen

+n-S, +m-FR)

_r.(n.50+m.[3())

_r.(n.so+m.[3())

Saldo

0,00

0,00

0,00

Notwendige Bedingung: n-S/ =n-S; + m-(X-5;)

= Hedge Ratio

-13b -
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Beobachtung:
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Beobachtung:

+ _ _ —
» Fur die Hedge Ratios qgilt: |h.;, + hp, = S_I )i + )i ST_ =1
Si—S  Sf-S;
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Beobachtung:

+ _ _ —
» Fur die Hedge Ratios qgilt: |h.;, + hp, = S_I )i + )i ST_ =1
Si—S  Sf-S;

> Optionspreise sind genau dann positiv, wenn | S, <rS,<S; |qilt,

d.h. wenn positive Kursbewegungen potenziell mehr Gewinn erzie-

len als die risikolose Geldanlage

- 14c -
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Beobachtung:

+ . _ —
» Fur die Hedge Ratios qgilt: |h.;, + hp, = S_I )i + )i ST_ =1
S, —S; S-S,

> Optionspreise sind genau dann positiv, wenn | S, <rS,<S; |qilt,

d.h. wenn positive Kursbewegungen potenziell mehr Gewinn erzie-

len als die risikolose Geldanlage

» Bei Arbitrage-freien (fairen) Optionspreisen ist durch keine mengenma-

Bige Kombination von Derivaten eine Arbitrageméglichkeit gegeben

- 14d -
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Beobachtung:

+ . _ —
» Fur die Hedge Ratios qgilt: |h.;, + hp, = Si )i + )i ST_ =1
S, —S; S-S,

> Optionspreise sind genau dann positiv, wenn | S, <rS,<S; |qilt,

d.h. wenn positive Kursbewegungen potenziell mehr Gewinn erzie-

len als die risikolose Geldanlage

» Bei Arbitrage-freien (fairen) Optionspreisen ist durch keine mengenma-

Bige Kombination von Derivaten eine Arbitrageméglichkeit gegeben

» Die Arbitrage-freien (fairen) Optionspreise hangen nicht von p ab!

- 14e -
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Aber:

LAquivalentes” Erwartungswertprinzip: Im Fall von S < rS, < S; gilt
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Aber:

LAquivalentes” Erwartungswertprinzip: Im Fall von S, < rS, < S; gilt

O<p'=—2"T =1-qg <1
e

mit

Co=heyy (So—v-S;)=FE[v-CG]=v-p-C

- 15b -
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Aber:

LAquivalentes” Erwartungswertprinzip: Im Fall von S, < rS, < S; gilt

O<p'=—2"T =1-qg <1
e

mit

Co=heyy (So—v-S;)=FE[v-CG]=v-p-C

Fo=hpe (v-S; =S)=E"|v-B|=v-q P

- 15c¢ -
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Aber:

LAquivalentes” Erwartungswertprinzip: Im Fall von S, < rS, < S; gilt

O<p'=—2"T =1-qg <1
e

mit dem Arbitrage-freien Preis
D,=E'[v-D;]=v-(p"-D; +q"-D;)

fur jedes beliebige Derivat D!

-16 -
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Hedging mit Call-Optionen:

5 G
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung Si>X S, <X
Besitz n Aktien +n-S, +n-SF +n-S;
Verkauf m
m-C -m-(§; — X

Call-Optionen Mo T ) e
Kredit vergeben -m-C, +r-m-C, | +r-m-GC,
Saldo +n-S, +r-n-S, +r-n-S,

mit der Hedge Ratio h,, =n/m=(S; — X)/(S; —S; ) wegen
n-S;+r-m-C,=n-5; +m-hCa,,-(rSO—ST’):n-ST’ +n-<r50—5;>:r-n-50

-17 -
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Hedging mit Put-Optionen:

s:
t=0 t=T
Aktion Kontobewegung Si>X S, <X
Besitz n Aktien +n-S, +n-S; +n-S;
Kauf m
. -m-P, 0,00 m-(X -5,

Put-Optionen 0 e r)
Kredit aufnehmen +m-By | —r-m-PR, —r-m-P,
Saldo +n-S, +r-n-S, +r-n-S,

mit der Hedge Ratio h,, =n/m=(X-S;)/(S; —S, ) wegen

n-S;—r-m-P, :n-ST+—m-h,,ut-(S;—rS()):n-ST*—n-(ST*—rSO):r-n-S0

-18 -
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Hebelwirkung von Optionsgeschaften:

Gewinn aus Call-Optionen und Aktien als Funktion des Kurses bei Kapitaleinsatz 10.000 €

20000
180004 e izl ¢ - 20
16000 T T

140004
120009 |S; =100 i=5% X=110
100004
B000
5000
4000
2000

G =0

g 0 40 0 a0 0 140
20004 3

-4000
-B000 4
-B000
-100004

100 Aktien zuje 100 €
-19a - 1050 Optionen zu je 9,52 €
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Hebelwirkung von Optionsgeschaften:

Gewinn aus Call-Optionen und Aktien als Funktion des Kurses bei Kapitaleinsatz 10.000 €

200004
18000
16000 Option ist ,in
14000 the money”
120009 |S, = 100 i=5% X =110
10000
8000
6000
4000
2000

S —130| ¢ =20

G =0

Hebeleffekt:
10,5fache Steigung

o
-20004

-40004

-6000

-50004
-100004

Option ist ,,out of the money” Option ist

»at the money”

100 Aktien zuje 100 €
-19Db - 1050 Optionen zu je 9,52 €
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Mehr-Perioden-Modell von Cox-Ross-Rubinstein:

oA
Sy

e
SET

Sq

- 20a -
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Mehr- Perioden -Modell von Cox-Ross-Rubinstein:

s, | Annahmen:

konstante Kursverhaltnisse:

53;’_ Sj:
:] k*==—1 (Volatilitaten)

0

Sq

- 20b -
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Mehr- Perioden -Modell von Cox-Ross-Rubinstein:

s;* | Annahmen:

konstante Kursverhaltnisse:

53;’_ Sj:
:] k*==—1 (Volatilitaten)

0

Sq

stochastisch unabhangige
Auf-/ Abwartsbewegungen:

S =(1+k")" (14 k)",

P(N = j)= [7} p’(1—p)"~7, j=0,..,n.

- 20c -
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Arbitrage-freie Berechnung von Optionspreisen:

C,=E'(V"C,)=V"E*S,, — X)*

. [”] P IS, (14 kY 1+ k)T — X'

j=0

-21a-
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Arbitrage-freie Berechnung von Optionspreisen:

C,=E"(v'C,,)=V"E*(S,, — X)*
n.(n . . . .
— " [ ] p g " IIS,(1+ kY (1+k ) — X]'
j=0
mit
oS —(kDS, ik
(1+k)S,—(1+k7)S, k™ —k

und i =(14+7)" —1 (Zins far Periodenlange T)

-21b-
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Die Formel von Black und Scholes:

» Grenzfall fir wachsende n mit angepassten Volatilitaten:

k: :0\/f, k. :—U\/f
n n

» Approximation der Binomial- durch die Normalverteilung:

T 2 T 2
sltn) ()
X V' X® X 2

o~NT O'\/T

C® =5,

-22 -
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Die Formel von Black und Scholes:

9.54

7.54

-23-

p=0,4 S: =130 ¢ =20
S, =100 i=5% X=110
1-p=0,6 G -0
v Y
2 i B g m 12 14 8 18 20 2 24 % 2 3'0_

Ccr=7,78
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Simulation des Grenzprozesses

(geometrische Brownsche Bewegung)

250

200 hanfl

150 W \Mwﬂv A Ay
100 MWMWM/) W

50

- 24a -
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Simulation des Grenzprozesses

(geometrische Brownsche Bewegung)

250

Wochenchart DAX

200 gt

150 W M&Wm\i b
100 MWMWM/)

50 |

Solche Funktionen sind Uberall stetig, aber nirgends differenzierbar!
- 24b -
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Exkurs: Stochastische Integration

Die (Standard-)Brown'sche Bewegung {B.},  ist auch Grundlage zahlrei-

t>0

cher stochastischer Differenzialgleichungen, die (rein) formal so aussehen:

dX, = pu(t, X, )dt+o(t,X,)dB,

mit geeigneten (in der Regel stetigen) Funktionen y,0:R*> - R (0 >0) und
bekanntem Anfangswert X, € R. Es handelt sich hier eigentlich um eine
(It6-)Integralgleichung der Art

t t
X, = [u(s,X,)ds+ [o(s,X,)dB,.
0 0

-25-
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Exkurs: Stochastische Integration

Dazu zunachst eine heuristische Erklarung des ,Differenzial”-Terms dB, :
Fur stetige Funktionen o und X, gilt approximativ:

t+h
fa(s,Xs)st ~o(t,X,)- (B, —B,)=o(t,X,)-vh-Z firkleine h>0,

t

wobei Z eine standard-normalverteilte ZufallsgroBe ist.

Hieraus folgt: Im Gegensatz zur ,klassischen” Theorie existiert kein ,Grenz-
wert”

1 _o(t.X,)-Z
lim ng(s,Xs)st ~lim TS

t

- 26 -
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Exkurs: Stochastische Integration

Approximative Monte-Carlo Simulation:

e Zerlege das Zeitintervall [0,T] in n &quidistante Teilintervalle mit den

Stutzpunkten t, = kKA mit A = I k =0,---n und konstruiere rekursiv
n

— X, =A-p(t, X, )+VA ot X, )Zq k=0,1--,n—1

teia

mit stochastisch unabhangigen standard-normalverteilten Zufallsvariablen
Z,Z..

e Plotte die Paare (0, X,) (Anfangswert) und (kA, X, ) fur k =1,2,---,n.

-27 -
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Exkurs: Stochastische Integration

Eine spezielle stochastische Differenzialgleichung ist

dX, = pX,dt +oX,dB,

mit Konstanten € R, o >0 (Trend und Volatilitat).

Die L6ésung mit dem It6-Integral lautet hier, abweichend von der Intuition:

X, =X, -exp , t>0.

2
[,u—%]t-i—cht

Dieser stochastische Prozess hei3t wegen des auftretenden Exponential-
terms geometrische Brown’sche Bewegung (— Black-Scholes-Modell).

-28a-
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Exkurs: Stochastische Integration

Eine spezielle stochastische Differenzialgleichung ist

dX, = pX,dt +oX,dB,

mit Konstanten € R, o >0 (Trend und Volatilitat).

Fir =0 ergibt sich — wie erwartet — das gewodhnliche exponentielle
Wachstumsmodell:

X, = X,-exp(ut), t>0.

-28b -
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Ausblick:

» Preisfindung far

O nicht-arbitragefreie (unvollstandige) Markte

O allgemeinere Finanzprodukte (z.B. FOREX, CDQ's, CFD's)
O Derivate an Warenterminbdrsen

O Derivate an Energiebdrsen

O Realoptionen

» Modellierung von Zinsstrukturkurven

» Asset-Liability-Management

-29-
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Aktien, Derivate, Arbitrage:

Eine Einflhrung in die
moderne Finanzmathematik
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Institut fur Mathematik
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