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Vorwort

Analysen (zentraler) Priifungen kénnen unter verschiedenen Gesichtspunkten angelegt
werden, etwa in Hinblick auf das Erreichen administrativ vorgegebener Ausbildungsziele,
durch Differenzierungen nach verschiedenen Gruppen von Schiilerinnen und Schiilern
(Schulformen, Geschlecht, etc.), nach organisatorischen und logistischen Problemen bei
der Durchfithrung, mit einem Fokus auf die Korrekturverfahren und ihre Bewdahrung, usw..

Die hier vorgelegte Analyse der zentralen Priifungen des Jahres 2008 fiir die Klassen 10
der verschiedenen Schulformen in Nordrhein-Westfalen (,ZP-10“) hat - den Verabredun-
gen im Vorfeld entsprechend - einen spezifischen Schwerpunkt. Sie ist in erster Linie ma-
thematikdidaktisch orientiert. Im Mittelpunkt unserer Uberlegungen stehen Aussagen,
Analysen, Kritikpunkte und konstruktive Hinweise

—  zum Aufgaben-Material unter fachlicher und fachdidaktischer Perspektive,

— zu den Vorbereitungs- und Korrekturvorgaben an die Lehrerinnen und Lehrer mit
ihren mathematikdidaktischen Implikationen,

— zu den tatsachlich inhaltlich gezeigten Losungen der Schiilerinnen und Schiiler,

—  zur Einschitzung der Bedeutung der zentralen Priifungen als Grundlage fiir den Uber-
tritt in weiterfthrende Schulen,

und analoge Fragen.

Rein statistisch-deskriptive Fragen treten, abgesehen von einem Uberblick {iber Noten-
gebung und Losungsquoten, bei dem hier eingenommenen mathematikdidaktischen
Blickwinkel zurtick, und sie konnen es auch, denn solche Daten liegen mit dem ,Modul I*
(siehe unten) dem Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-
Westfalen bereits vor.

Somit zielt dieser Bericht auf beides,
auf eine analytische Zugehensweise und

auf Schlussfolgerungen, die konstruktiv verwendet werden konnen fiir die kiinftige
Aufgaben-Entwicklung und fiir allgemeine Zielausrichtungen des Mathematikun-
terrichts.

Wir gehen daher mit dhnlichen Absichten an die Analysen heran, wie sie in einem in-
ternen Arbeitspapier des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nord-
rhein-Westfalen mit Beispielaufgaben aus der ZP-10 im Jahr 2007 (Biichter & Pallack, 2009)
formuliert wurden. Dort wird auf die folgenden bei der Analyse von zentralen Priifungen
zu betrachtenden Fragenkomplexe hingewiesen, die wir in dieser Analyse jedoch spezifisch
erweitern:

—  Welche impliziten ,Standards“ werden durch die Priifungsarbeiten fiir den Mittleren
Schulabschluss gesetzt?

— Inwieweit werden - so unsere Erweiterung dieser Fragestellung- bereits durch die
Aufgaben-Stellung solche Standards impliziert?




Vorwort

— Sind diese Standards fachdidaktisch tragfahig?

—  Zeigen - abermals weiter als im ministeriumsinternen Arbeitspapier gefragt — die kon-
kreten Losungen der Schiilerinnen und Schiiler auf, wie die gezeigten Leistungen ma-
thematikdidaktisch einzuschdtzen sind?

— Lassen sich somit aus den Ergebnissen der zentralen Priifungen prognostisch Folge-
rungen ziehen (a) fir die in Zukunft zu erwartende Aufgaben-Schwierigkeiten, (b) fir
die konkreten Prozesse bei der Aufgabenkonstruktion in den Folgejahren, (c) fir die
Entwicklung des Mathematikunterrichts und (c) generell in Hinblick auf das Verste-
hen und Erfassen von Schiilerleistungen?

Die Voraussetzung fiir solche spezifischen Analysen - und damit Teil unseres Analyse-
vorhabens - sind Verwendung, ggf. Adaption oder sogar Konstruktion von Bewertungsin-
strumenten, die eine mathematikdidaktisch fundierte Einordnung der vorliegenden zentra-
len Priifungen des Jahres 2008 erlauben. Ein solches Bewertungsinstrument legen wir hier
vor. Es orientiert sich am aktuellen Erkenntnisstand der Mathematikdidaktik, aber auch in
Hinblick auf die Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts an den durch die Bil-
dungsstandards in Deutschland gesetzten Rahmenbedingungen. Wir hoffen, dass dieses
Bewertungsinstrument auch tber die hier durchgefiihrte spezielle Analyse fiir das Land
Nordrhein-Westfalen hinaus niitzlich sein wird.

Vechta und Oldenburg im Juni 2010

Johanna Neubrand und Michael Neubrand
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Ausgangssituation der zentralen Priifungen ZP-10-
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1 Grundlagen der Analysen der zentralen Prifungen in Ma-
thematik in Nordrhein-Westfalen

1.1 Ausgangslage

Mehrere Bundeslander, darunter Nordrhein-Westfalen, haben in den letzten Jahren -
wohl in Reaktion auf die Ergebnisse internationaler Vergleiche wie TIMSS und PISA (Bau-
mert & al., 1997; 2001), aber auch in Hinblick auf eine Umsetzung des Programms der bun-
desweiten Bildungsstandards (Klieme, 2003; KMK, 2004; Blum & al., 2006; vgl. detaillierter
zum historischen Ablauf J. Neubrand, 2009) - zentrale Abschlusspriifungen auf der Ebene
des Hauptschulabschlusses und des Mittleren Schulabschlusses eingerichtet. Anders als in
Bundesldndern, in denen solche Regelungen traditionellerweise seit langem bestehen, bei-
spielsweise die zentralen Realschulabschliisse in Bayern oder Baden-Wiirttemberg, fehlt
naturgemadfd in Nordrhein-Westfalen noch die langjahrige Erfahrung in Konstruktion, Ge-
staltung, Durchfithrung und Auswertung solcher Priifungen. Mit der Einfithrung zentraler
Priifungen wurden daher vom Ministerium fiir Schule und Weiterbildung genauere Analy-
sen der Ergebnisse verbunden, um Trends und Problembereiche herausarbeiten zu kénnen.

Fiir einen Analyseansatz, der in erster Linie die mathematikdidaktische Perspektive ein-
nimmt, sind die zentralen Priifungen in allen ihren Phasen zu betrachten:

— In die Konstruktion zentraler Priifungen flief3en die Kernlehrplidne des Landes ein. Sie
geben den inhaltlichen Maf3stab fiir die Aufgaben vor und an ihnen miissen sich auch
die Ergebnisse messen lassen. Konkret orientieren sich die Aufgaben fiir die zentralen
Priifungen in den Klassen 10 - kurz: ,ZP-10“ - an den seit 2004 in Nordrhein-Westfalen
durchgefiihrten Lernstandserhebungen (MSW, 2007). Die Kerncurricula ihrerseits ori-
entieren sich an den bundesweit definierten Bildungsstandards (KMK, 2003, 2004).
Diese geben also die umfassendere Orientierung ab. Solche curricularen Orientierun-
gen sind einer der Analysehintergriinde, einen weiteren Hintergrund bilden aktuell
diskutierte mathematikdidaktische Konzepte und Erkenntnisse, mittels derer eine in-
haltliche Bewertung der Priifungen vorgenommen werden kann.

—  Die Durchfiihrung von zentralen Priifungen beinhaltet als ersten Schritt eine geeignete
Vorbereitung der Lehrerinnen und Lehrer auf die kommende Priifung. Das Ministeri-
um gibt dazu sog. ,Vorgaben® heraus. Diese umschreiben den Rahmen, auf den die
zentralen Priifungen an den Schulen treffen. Sie sollten daher ebenfalls in die Gesamt-
beurteilung einflief3en.

—  Die Auswertung der zentralen Priifungen wird zunachst fiir die teilnehmenden Schiile-
rinnen und Schiiler von den Fach-Lehrerinnen und -Lehrern der jeweiligen Klassen
verantwortet. Es gibt eine Erst- und eine Zweitkorrektur. Das Bewertungsverhalten
sollte wenigstens exemplarisch bei einzelnen Schiilerlésungen betrachtet werden.

— Die Interpretation der Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler bei den zentralen Prii-
fungen sollte schliellich so erfolgen, dass auch Riickschliisse auf unterrichtliche Wir-
kungen moglich werden. Dazu ist aber ein tibergreifender mathematikdidaktischer
Standpunkt erforderlich. Vor einem solchen didaktischen Hintergrund sollten dann
ausgewahlte Losungen von Schiilerinnen und Schiilern analysiert werden, damit ein
Eindruck davon entstehen kann, welche inhaltlichen Leistungen und Kompetenzen
von den Schiilerinnen und Schiilern erwartet, gezeigt und schliefdlich bewertet wer-
den.
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Das zustandige Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-West-
falen hat die erwiinschten Analysen in zwei Teilkomponenten gegliedert. Laut einer Rund-
verfligung vom 19.10.2007 werden die Ergebnisse der einzelnen Schulen vom Ministerium
selbst in einem sog. Modul 1 der Evaluation landesweit erhoben und evaluiert. Die Ab-
schlussnoten, die Priifungsnoten sowie die Vornoten (in den Fachern Deutsch, der ersten
Fremdsprachen und Mathematik) werden dabei zentral erfasst und ausgewertet. Diese Da-
ten sollen einen landesweiten Uberblick iiber die erzielten Leistungen liefern. Sie liegen
dem Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen intern
vor.

Zum Durchgang 2008 der zentralen Priifungen in den 10. Klassen wird zusatzlich in ei-
nem zweiten ,Modul“ eine Zufallsstichprobe von (in der administrativen Vorgabe) insge-
samt 160 Schulen ndher betrachtet. Die fachlichen Leistungen in den Fiachern Deutsch,
Englisch und Mathematik sollen dabei differenziert erfasst werden. Fiir das Fach Mathema-
tik greifen wir in diesem Bericht auf Daten und Material aus diesem ,Modul 2“ zu. Aus-
driickliches Ziel des Ministeriums ist es, aus dem empirischen Material dieser Stichprobe
zu einer fachlichen Einschdtzung des Mathematikunterrichts in Nordrhein-Westfalen zu
kommen, so dass die Ergebnisse schliefdlich auch zur langfristigen Unterrichtsentwicklung
genutzt werden konnen.

Die zentralen Priifungen am Ende der Klasse 10 in Nordrhein-Westfalen sind indes kei-
ne allein die Noten bestimmenden Abschlusspriifungen. Neben den in der ZP-10 erzielten
Leistungen zdhlen fiir die Endnote auch die Leistungen wahrend des Schuljahres. In der
Regel gehen die bei der schriftlichen zentralen Priifung erworbenen Beurteilungen und die
Vornote aus dem Mathematikunterricht je zur Halfte in die Endnote ein; Einzelheiten re-
geln detaillierte Bestimmungen'.

Diese Regelungen machen Kklar, dass die zentralen Priifungen einerseits fiir die einzel-
nen Schiilerinnen und Schiiler ein wichtiges Element fiir ihren Schulabschluss sind, dass
dartiber hinaus aber die zentralen Priifungen eine wichtige Rolle spielen fiir die permanen-
te Qualitatsentwicklung des Mathematikunterrichts im Land. Drei Funktionen hierfir
nennt das Ministerium selbst*: Auf der individuellen Ebene fungieren zentrale Priifungen
als Elemente der Leistungserziehung; im Hinblick auf den Unterricht sollen zentrale Prii-
fungen Aufschliisse tiber Qualitdt und Erfolg in den jeweiligen Fachern geben und fiir die
Transparenz der Anforderungen sorgen; auf der Systemebene werden Hinweise auf die
Qualitdt des Schulsystems in Nordrhein-Westfalen insgesamt erwartet.

"http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/zp10/
? http://www.schulministerium.nrw.de/BP/Schulsystem/Qualitaetssicherung/ZP_KI1_10/index.html
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Prufungsvarianten

1.2 Rahmenbedingungen der zentralen Priifungen in Mathematik
in Nordrhein-Westfalen

1.2.1 Schulformen und zugeordnete Priifungsvarianten

In Nordrhein-Westfalen gestaltet sich die Durchfithrung zentraler Priifungen recht

komplex, weil auf die einzelnen Schulformen und ihre spezifischen Auspragungen Riick-
sicht zu nehmen ist. Diese Schulformen sind (jeweils fiir die Klassenstufe 10):

Hauptschule, Typ A mit den Schwerpunkten in Naturwissenschaften und Arbeitslehre.
Nach erfolgreichem Abschluss der Klasse 10 Typ A wird der ,,Hauptschulabschluss
nach Klasse 10“ (HSA-10) vergeben.

Hauptschule, Typ B mit den Schwerpunkten Deutsch, Englisch und Mathematik. Der
erfolgreiche Besuch der Klasse 10 Typ B ergibt den Mittleren Schulabschluss (Fach-
oberschulreife) (MSA). Sind alle Leistungen sogar mindestens befriedigend, berechtigt
dies zum Besuch der gymnasialen Oberstufe (an Gymnasien, Gesamtschulen oder Be-
rufskollegs).

Gesamtschule, die alle Abschliisse der Sekundarstufe I ermoglicht, auch den ,Haupt-
schulabschluss® und den ,,Hauptschulabschluss nach Klasse 10 Im Fach Mathematik
(und entsprechend in anderen Kernfichern) werden Grundkurse und Erweiterungskur-
se angeboten. Die zentralen Priifungen und die vergebenen Abschliisse richten sich
nach den besuchten Kursen. Nach erfolgreichem Besuch der Klasse 10 wird jedenfalls
der ,Hauptschulabschluss nach Klasse 10“ vergeben. Der ,Mittlere Schulabschluss®
(Fachoberschulreife) setzt mindestens ausreichende Leistungen in zwei Erweiterungs-
kursen, befriedigende Leistungen in den Grundkursen, zweimal befriedigende und
ausreichende Leistungen in den anderen Fachern voraus. Dieser Abschluss beinhaltet
dann auch die Méglichkeit des Ubertritts in die gymnasiale Oberstufe, falls die Leis-
tungen in drei Erweiterungskursen und in den tibrigen Fachern mindestens befriedi-
gend und im Grundkurs mindestens gut sind.

Realschule, die ebenfalls alle Abschliisse der Sekundarstufe I ermoglicht. Der Mittlere
Schulabschluss (Fachoberschulreife) wird nach erfolgreichem Besuch der Klasse 10 er-
teilt. Bei mindestens befriedigenden Leistungen in allen Fiachern steht auch der Uber-
gang zur gymnasialen Oberstufe offen.

Das Gymnasium bietet nach erfolgreicher Klasse 10 alle Abschliisse der Sekundarstufe
I. Es wird die Berechtigung zum Besuch der gymnasialen Oberstufe vergeben.

Dieser Schulformgliederung entsprechend sind die zentralen Priiffungen zu organisieren.

Es werden jedoch — wohl aus Praktikabilitatsgriinden - nicht alle sechs moglichen Varian-
ten (Hauptschule/Typ A, Hauptschule/Typ B, Gesamtschule/Grundkurs, Gesamtschu-
le/Erweiterungskurs, Realschule, Gymnasium) realisiert, sondern es werden die folgenden
Varianten der zentralen Priifungen durchgefiihrt:

Der 1. Priifungsteil (Basiskompetenzen; siehe 2.1.2) differenziert nach dem zu vergeben-
den Abschluss:

Variante 1 fiir den HSA-10: Hauptschule/Typ A und Gesamtschule/Grundkurs

Variante 2 fiir den MSA: Hauptschule/Typ B, Gesamtschule/Erweiterungskurs, Real-
schule und Gymnasium
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Die beiden Varianten bestehen aus vollstandig disjunkten Aufgaben.

Der 2. Priifungsteil (Komplexere Aufgaben; siehe 2.1.2) differenziert nach dem zu verge-
benden Abschluss und durch zusitzliche Anderungen fiir das Gymnasium:

—  Variante 1 fiir HSA-10: Hauptschule/Typ A und Gesamtschule/Grundkurs

—  Variante 2 fiir MSA: Hauptschule/Typ B, Gesamtschule/Erweiterungskurs und Real-
schule

—  Variante 3 fiir MSA(Gy): Gymnasium

Die Variante 1 hat keine gemeinsamen Aufgaben mit den anderen Varianten. Die Vari-
ante fir das Gymnasium unterscheidet sich im Durchgang 2008 von der Variante 2 da-
durch: Der Aufgabe 2 sind fiir das Gymnasium zwei Teilaufgaben hinzugefiigt. Bei Aufgabe
3 sind zwei Teilaufgaben der Realschul-Variante herausgenommen und dafiir eine neue
Teilaufgabe in die Gymnasium-Variante eingefiigt. Aufgabe 4 hat in der Variante 2 vier
zusdtzliche Teilaufgaben gegentiber Variante 3. Die jeweiligen auflermathematischen Kon-
texte der Aufgaben sind in beiden MSA-Varianten jedoch identisch. (Vgl. die Dokumenta-
tion im Anhang mit den kompletten Priifungsaufgaben.)

Es werden daher im Folgenden stets diese drei Varianten der zentralen Priifungen ZP-10
in Nordrhein-Westfalen betrachtet:

— Variante 1 (HSA):
fiir Hauptschule/Typ A und Gesamtschule/Grundkurs
(Die Aufgabentexte im Anhang sind mit der Uberschrift ,Hauptschule versehen.)

—  Variante 2 (MSA):
fiir Hauptschule/Typ B, Gesamtschule/Erweiterungskurs und Realschule
(Die Aufgabentexte im Anhang sind mit der Uberschrift ,,Realschule“ versehen.)

— Variante 3 (MSA-Gy):
fiir Gymnasium
(Die Aufgabentexte im Anhang sind mit der Uberschrift ,,Gymnasium* versehen.)

Das ministeriums-interne Papier von Biichter und Pallack (2009, S.10) gibt dieses , Diffe-
renzierungskonzept der zentralen Priiffungen iibersichtsartig so wieder, wie in den drei
linken Spaten der Tabelle 1. Die rechte Spalte enthdlt die in unserer Expertise verwendete
Notation fiir die drei Varianten.

Tabelle 1 — 1. Differenzierungen in den zentralen Prifungen nach Schulformen und angestreb-
tem Schulabschluss:

Kurzbezeichnung in

Abschluss Prufungsteil 1 Prifungsteil 2 dlesem Eerfieh
Hauptschule 10 A, Hauptschule 10 A,

HSA-10 Gesamtschule Grundkurs Gesamtschule Grundkurs s

Hauptschule 10 B,

Hauptschule 10 B, Gesamtschule Erweiterungskurs, MSA
Gesamtschule Erweiterungskurs , Realschule

MSA S T
Realschule,
Gymnasium Gymnasium MSA-Gy

Alle Prifungsaufgaben sind nach Abschluss der Priifung offentlich zuganglich. Im In-
ternet sind sie unter der Adresse:




Prufungsvarianten

http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/zp1io/pruefungsaufgaben/

einzusehen (download gepriift am 15.10.2009). Die Aufgaben haben auch bereits Eingang in
didaktisch-methodische Handbiicher fiir Lehrerinnen und Lehrer gefunden, beispielsweise
sind sie zusammen mit Losungsvorschlagen abgedruckt in den bekannten Trainingsheften
fur die Prifungen aus dem Stark-Verlag (2009 a, b, ¢, d). Die Aufgaben sind auch in den
Anhang zu diesem Bericht eingebunden. Sie konnen jederzeit 6ffentlich diskutiert werden.
Die drei Priifungsvarianten enthalten die folgenden Anzahlen von Aufgaben, wobei wir zu
Zwecken der Analyse jede Teilaufgabe als eine Aufgabe zdhlen:

Tabelle 1 - 2. Anzahlen von (Teil-)Aufgaben in den Priifungsteilen der drei Priifungsvarianten
der ZP-10-2008 in Nordrhein-Westfalen:
Prifungsteil 1 Prifungsteil 2 esamt
Aufgabe 1 Aufgaben 2, 3und 4 g
HSA 7 19 26
MSA 10 18 28
MSA-Gy 14 24
1.2.2 Unterrichtliche ,Vorgaben” zu den zentralen Priifungen durch das Minis-

terium fiir Schule und Weiterbildung

Zur Vorbereitung auf die zentralen Priifungen gibt das Ministerium fiir Schule und Wei-
terbildung jahrlich ,Unterrichtliche Voraussetzungen fiir die schriftlichen Prifungen® -
kurz ,Vorgaben“ genannt - heraus, differenziert nach den sechs o.g. Schulformen, in denen
die zentralen Priifungen stattfinden. Diese Vorgaben werden erganzt durch einen je auf die
Variante der zentralen Priifung zugeschnittenen Satz von Beispiel- oder Ubungsaufgaben,
,Beispielarbeit” genannt. Die Vorgaben, nicht aber die Beispielarbeiten, sind in der Doku-
mentation am Ende unserer Analysen abgedruckt.

Die Vorgaben enthalten - neben den notwendigen organisatorischen Regelungen etwa
zum Gebrauch von Formelsammlungen und elektronischen Rechenhilfsmitteln® - vor al-
lem die Beschreibung des Aufbaus der Priifung und Angaben zu den unterrichtlichen
Schwerpunkten, die fiir die Vorbereitung auf die schriftliche Priifung im jeweiligen Jahr
eingehalten werden sollen. Aus diesen Schwerpunkten werden dann die Aufgaben der
zentralen Priifungen genommen.

Die ,Vorgaben“ und die Beispielaufgaben werden ca. zwei Jahre im Voraus bekannt ge-
macht, im Fall der zentralen Priifungen des Jahres 2008 also im November 2006. Den Leh-
rerinnen und Lehrern wird empfohlen, die Schiilerinnen und Schiiler auf die zentralen Prii-
fungen vorzubereiten, etwa indem sie in der Klasse 10 eine reguldre Klassenarbeit mit Auf-
gabenformaten analog zu denen der zentralen Priifungen stellen. Die ,Beispielarbeit“ kann
dabei zur Orientierung dienen.

In allen Varianten sind die zentralen Priifungen jeweils in 2 Teile gegliedert. Im ersten
Teil - ,Aufgabe 1“ genannt mit mehreren, allerdings untereinander nicht weiter verbunde-
nen Teilaufgaben - werden sog. Basiskompetenzen gepriift. Darunter werden solche Kom-
petenzen verstanden, ,die fiir einen angemessenen Umgang mit Zahlen und Groéflen im

? La. sind die iiblichen Formelsammlungen der Schulbuchverlage zugelassen. Inwieweit diese iiber
die allgemeine Zulassung hinaus auf Adéquatheit fiir die Verwendung in den zentralen Priifungen
gepriift werden, ist uns nicht bekannt. Zu Ubungszwecken wird eine Formelsammlung auch im
Internet angeboten. An elektronischen Rechenhilfsmitteln sind alle in der Schule iiblichen Ta-
schenrechner zulédssig. Ndheres dazu wird ebenfalls im Internet erldutert.
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Alltag sowie fiir das vertiefte Anwenden und Betreiben von Mathematik eine besondere
Rolle spielen®, wie es in den Vorgaben zu den zentralen Priifungen heif3t.

Der zweite Teil enthdlt komplexere Aufgaben. l.a. werden hier Aufgaben gestellt, die aus
jeweils mehreren miteinander verbundenen Teilaufgaben bestehen. Alle vier Prozessberei-
che des Kerncurriculums (Argumentieren und Kommunizieren; Probleml6sen; Modellie-
ren; Werkzeuge) und alle vier Inhaltsbereiche (Arithmetik und Algebra; Funktionen; Geo-
metrie; Stochastik) sollen in diesem zweiten Teil der zentralen Priifungen vorkommen. Die
Aufgaben im zweiten Teil konnen auch Kompetenzen erfordern, die die Schiilerinnen und
Schiiler bereits in weiter zuriickliegenden Schuljahren erworben haben.

Die ,Vorgaben“ enthalten nun relativ detaillierte Hinweise zu beiden Priifungsteilen.
Zum ersten Teil - Basiskompetenzen — wdhlen sie spezielle Bereiche aus und konkretisieren
die Anforderungen noch durch Hinweise auf Aufgaben aus den Lernstanderhebungen
(LSE) bzw. der Beispielarbeit. So ist etwa in der Vorgabe zur zentralen Priifung auf diesen
Bereich hingewiesen:

Schéatzen und Runden (siehe z. B. Aufgabe Schnur LSE 2005, Aufgabe Schulbus LSE 2004, Bei-
spielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1a) und 1d)).

Die Hinweise zum ersten Teil der zentralen Priifung sind, soweit nicht curriculare Ver-
schiedenheiten dem entgegenstehen (etwa: ,Umgang mit Variablen, Termen und Glei-
chungen® wird nur fiir das Gymnasium erwahnt), weitestgehend identisch von der Haupt-
schule bis zum Gymnasium. Es wird zu untersuchen sein, wie eng sich die tatsachlich ge-
stellten Aufgaben in der zentralen Priifung an diese Hinweise anlehnen bzw. an welchen
Stellen sie aktiv oder passiv abweichen.

Hinsichtlich der Angabe von inhaltlichen Schwerpunkten fiir den zweiten Priifungsteil
der zentralen Priiffungen halten sich die ,Vorgaben“ an die Struktur der Kernlehrpldne in
Nordrhein-Westfalen. Diese sind als sog. Kompetenz-Matrix nach zwei Dimensionen auf-
gebaut: Sie unterscheiden fiir das jeweilige Fach - angelehnt an die Struktur der Bildungs-
standards - zwischen inhalts- und prozessbezogenen Kompetenzen. Im Fach Mathematik
werden in den Kernlehrplanen (vgl. auch MSW, 2007) aufgezahlt

an inhaltsbezogenen Kompetenzen:

—  Arithmetik / Algebra

—  Funktionen

—  Geometrie

—  Stochastik

an prozessbezogenen Kompetenzen:

— Argumentieren / Kommunizieren
—  Problemldsen

—  Modellieren

—  Nutzung von Werkzeugen

Stellt man diese beiden Dimensionen orthogonal gegeniiber, so entsteht eine Matrix mit
16 Feldern. Die ,Vorgaben“ definieren nun einige dieser 16 Felder als relevant fiir die Prii-
fung des jeweiligen Jahres. Die ausgewdhlten Felder sind dabei relativ spezifiziert beschrie-
ben, bis hin zu bestimmten Kontexten in denen bestimmte Kompetenzen abgefragt werden
sollen.




Vorgaben

Zwei Beispiele sollen dies vorab aufzeigen, wobei eine genauere Analyse die Entspre-
chungen von Vorgabe und tatsachlich gestellten Aufgaben priifen wird (vgl. Kap. 3.2.1).

Im Feld Problemlosen x Geometrie findet man in den ,Vorgaben 2008“ diese Eintrage:

Hauptschule Typ A, Gesamtschule — Grundkurs Gesamtschule — EK, Realschule, Gymnasium
Bestimmung unbekannter Grof3en durch Zerlegen von Bestimmung unbekannter Gréf3en durch Zerlegen von Figu-
Figuren oder mit Hilfe des Satzes von Pythagoras ren, mit Hilfe des Satzes von Pythagoras oder mit Hilfe von

Ahnlichkeitsbeziehungen.
Man erkennt, dass sich das Ministerium bemiiht, die Vorgaben maglichst einheitlich fiir
die unterschiedlichen Schulformen und Priiffungsvarianten zu halten. Das setzt sich analog
zum gegebenen Beispiel auch in den anderen Feldern der Kernlehrpldne fort.

Im Feld Modellieren x Funktionen notieren die ,Vorgaben 2008

Hauptschule Typ A, Gesamtschule — Grundkurs Gesamtschule — EK, Realschule, Gymnasium
Erstellung, Nutzung und Interpretation von Modellen aus Erstellung, Nutzung und Interpretation von Modellen aus
den Bereichen: Tarife (lineare Tarife und Stufentarife), den Bereichen: Tarife, Weg-Zeit-Zusammenhénge, Wachs-
Prozent- und Zinsrechnung (z. B. Preisreduktion, Spar und  tumsprozesse (linear oder exponentiell), Prozent-, Zins- und
Kreditmodelle), Weg-Zeit-Zusammenhange Zinseszinsrechnung (z. B. Preisreduktion, Spar- und Kredit-

modelle)

Auch fiir den zweiten Teil der zentralen Priifungen werden also die Hinweise mdglichst
homogen tiber die Schulformen und Priifungsvarianten gehalten.

Die Variation der Vorgaben tiber die Folgejahre der ZP-10 ist nur sehr gering. I.w. sind
die gleichen Felder besetzt; viele Hinweise bleiben konstant - etwa wird auch in 2010 ,,Pro-
zent-, Zins- und Zinseszinsrechnung (z. B. Preisreduktion, Spar- und Kreditmodelle“ iden-
tisch wiederholt - oder es werden lediglich die zu verwendenden Hilfsmitteln ausgetauscht
- in 2010 etwa statt des Satzes des Pythagoras als Hilfsmittel nun , mithilfe von Sinus, Kosi-
nus und Tangens®.

1.2.3 Auswertungsanleitungen des Ministeriums

Schlieflich gibt das Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-
Westfalen den korrigierenden Lehrerinnen und Lehrer auch sog. Auswertungsanleitungen
zur Hand. Diese sind ebenfalls - wie die Aufgaben und die Vorgaben -der Dokumentation
zu diesem Bericht beigefiigt. Diese Anleitungen sollen, nach Biichter & Pallack (2009), ,die
Punktvergabe zumindest innerhalb der Aufgabenkommission intersubjektiv nachvollzieh-
bar“ machen. Aufgebaut sind die Auswertungsanleitungen daher in Form von sog. ,Kriteri-

«

en :

Zu jeder Aufgabe wird ein idealtypischer Losungsgang dargestellt, dieser in Schritte ge-
gliedert und dann auf jeden Schritt eine gewissen Anzahl von Punkten vergeben. Die
Punktvergabe soll (Biichter & Pallack, 2009) mit Blick auf die Kompetenzerwartungen in
den Kernlehrpldnen vollzogen werden. Dementsprechenden sind die Kriterien gefasst. Die
beispielhaft diskutierte Losung soll allerdings keine Musterlosung sein, sondern den Lehre-
rinnen und Lehrern wird die Mdglichkeit gegeben, alternative Losungswege vergleichbar
zu bewerten. Dann miissen sie sich nicht mehr an die vorgegebenen Kriterien halten, aber
dennoch an den Kompetenzerwartungen der Kernlehrpldne orientieren.

Die korrigierenden Lehrerinnen und Lehrer haben dariiber hinaus auch ein Gesamtur-
teil abzugeben tiber die sog. ,Darstellungsleistungen der Schiilerinnen und Schiiler und
tiber den Gebrauch von Maf3einheiten wahrend der gesamten Bearbeitung der Aufgaben
der ZP-10. Die hier fiir zu vergebenden Punkte spielen dem Betrag nach durchaus eine
nicht zu vernachlassigende Grofde bei der Endbewertung.
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Tabelle 1 — 3. Laut Auswertungsanweisungen zu vergebende Punktezahlen in den drei Pri-
fungsvarianten der ZP-10-2008 in Nordrhein-Westfalen:
Umgang mit | Darstellungs- | Gesamt-
Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3 Aufgabe 4 MaReinheiten leistung punktzahl
HSA 21 10 17 17 2 4 71
MSA 19 15 14 18 3 6 75
MSA-Gy 19 19 17 11 3 6 75
1.3 Fiir diesen Bericht zur Verfiigung stehende Daten

Die folgenden Analysen der zentralen Priifungen in Mathematik in Nordrhein-
Westfalen sind einzuordnen in den vom Ministerium fiir Schule und Weiterbildung defi-
nierten Rahmen des sog. Moduls 2. Hierin sollen speziell fiir den Durchgang 2008 die fach-
lichen Leistungen in den Fachern Deutsch, Englisch und Mathematik differenzierter erfasst
werden, und zwar auf der Basis der Daten aus einer Zufallsstichprobe von urspriinglich
geplanten insgesamt 160 Schulen. Diese Stichprobe soll die Verhdltnisse bei der ZP-10 im
Land Nordrhein-Westfalen repréasentativ erfassen. Zwei Typen von Daten liegen uns fiir
diesen Bericht vor, der Datensatz ,Modul 2“ und ein Satz ausgewdhlter kompletter Schii-
lerbearbeitungen.

1.3.1 Datensatz ,,Modul2“

Der Datensatz ,Modul 2 der uns aus dem Ministerium zur Verfiigung gestellt wurde,
enthdlt Informationen iiber insgesamt 3490 Schiilerinnen und Schiiler, die sich wie folgt
auf die Schulformen und Typen verteilen:

Tabelle 1 — 4. Anzahlen von Schulen sowie Schiilerinnen und Schiilern
im Datensatz ,Modul 2*

Haupt- Haupt- Gesamt- Gesamt- Real- Gym-

schule schule schule schule schule nasium gesamt

Typ A Typ B Grundkurs Erw.-Kurs
Schulen 8 20 27 25 30 38 148
e 195 421 509 589 788 0988 3490
Schuler
Craselilzair 114/81 204/217 2321277 312/277  369/419  475/513 | 706/
(m/w) 1784
AITE] S ErT- 41,5 % 51,5 % 54,4 % 47,0 % 53,2 % 51,9 % 51,1 %
nen (in %)
Mittlere Klassen-
starke 24,4 (3,7) 21,1 (3,5) 18,9 (4,8) 23,6 (4,2) 26,3 (2,9) 26,0 (3,6)
(St.-Abw.)

Von diesen Schiilerinnen und Schiilern kénnen wir die Bewertungen, die die Lehrerin-
nen und Lehrer in der ZP-10 vergeben haben, aufgabengenau auswerten. Es kann daher
iber diese Bewertungen (in Kap. 2.3) und tber die von den Lehrerinnen und Lehrern kon-
statierten Schwierigkeiten der einzelnen Aufgaben (in Kap. 2.4 und detaillierter in Kap. 8)
berichtet werden.

Hinweise zum Datensatz ,Modul 2“:

1 Die Auswertungsanleitungen des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des
Landes Nordrhein-Westfalen geben auch die Spannen der Punktzahlen an, nach denen
Lehrerinnen und Lehrer die Noten zu vergeben haben. Der Datensatz ,Modul 2“ (siehe
folgenden Abschnitt) enthdlt allerdings keine original eingetragenen Noten. Wir haben fiir
den deskriptiven Teil dieses Berichts die Noten der Schiilerinnen und Schiiler aus den
Punktzahlen rekonstruiert. Im analytischen Teil mit den Besprechungen der ausgewdhlten
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Datenbasis

Schiilerbearbeitungen konnten hingegen die Endnoten aus den Kopien der Originalarbei-
ten ibernommen werden.

2 In dem vom Ministerium tibermittelten Datensatz ,Modul 2“ werden bei Aufgabe
MSA-1fi bzw. MSA-Gy-1fi (,Auftreten von ,4“ beim Werfen eines Quaders®) nur max. 2
Punkte verzeichnet gegentiber 3 Punkten in den Auswertungsanleitungen. Der Versuch,
diese Unstimmigkeit durch Summenbildung tiber die einschlagigen Kriterien zu beseitigen,
schlug fehl, denn auch diese beiden Kriterien enthalten ihrerseits inhaltliche Inkonsisten-
zen. Wir iibernehmen daher bei dieser Aufgabe die - insgesamt plausiblen - Punktbewer-
tungen im Originaldatensatz. Bei einigen Tabellen gehen wir somit in der MSA-Priifung
und der MSA-Gy-Priifung von max. 18 Punkten in Aufgabengruppe 1 bzw. von max. 74
Punkten in der Gesamtpriifung aus. Die Notengebung ist davon allenfalls marginal in einer
abgeschadtzten Groflenordnung von unter 2 % beeinflusst.

3 Fir die beiden Teilaufgaben MSA-1e1 und MSA-1e2 (identisch mit MSA-Gy-1e1 und
MSA-Gy-1e2: ,Blitz und Donner“) berichtet der Datensatz ,Modul 2“ exakt identische
Punktvergaben. Es ist aber auch ein Summenscore fiir die gesamte Aufgabe MSA-1e bzw.
MSA-Gy-1e angegeben, der zeigt, dass (a) die Schiilerinnen und Schiiler sich nicht exakt
gleich bei beiden Teilaufgaben verhalten haben, dass (b) die zweite Teilaufgabe sehr dhn-
lich der ersten gelGst sein musste. Hier wird daher der vom Ministerium iibermittelte
Punktesatz als beste Schatzung beibehalten.

4 Der uns tibermittelte Datensatz enthadlt dartiber hinaus noch einige weitere interne
Unstimmigkeiten bei den Punktevergaben, beispielsweise dass einige Bewertungen von
Kriterien nicht korrekt zur Punktzahl bei der Gesamtaufgabe aufsummiert wurden. Soweit
dies zweifelfrei moglich war, haben wir diese Unstimmigkeiten beseitigt. In den anderen
Féllen - in der Grofdenordnung bei unter 1 % der Schiilerinnen und Schiiler - wurden man-
gels besserer Information die entsprechenden Werte als ,fehlend” deklariert.

1.3.2 Konkrete Schiilerbearbeitungen aus einer Stichprobe

Zusatzlich sind uns - vollstandig unabhdngig von dem o.g. Datensatz - aus den zentra-
len Priifungen des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-
Westfalen im Jahr 2008 konkrete Schtilerbearbeitungen* aus Gymnasien und Erweiterungs-
kursen an Gesamtschulen in Kopien zur Verfiigung gestellt worden. Diese von den Schulen
ausgewahlten und tiber das Ministerium an uns gelangten Schiilerlésungen sind die Grund-
lage der detaillierten Analysen der Aufgabenbearbeitungen in der ZP-10 in Kap. 8. Die An-
zahlen sind in der Tabelle angegeben.

Es liegen dabei jeweils die vollstindigen Schiilerlésungen vor, i.a. zusammen mit den
Beurteilungen durch die Lehrerinnen und Lehrer. Bei 3 Schiilerbearbeitungen fehlen die
Bewertungsprotokolle der Lehrerinnen und Lehrer. Bei diesen drei Exemplaren sind daher
zwar die von uns kodierten Merkmale der Aufgabenbearbeitung ersichtlich, ebenso die
Gesamtnote, aber i.a. nicht die genauen Punktzahlen, die die Korrektoren zu einzelnen
Aufgaben und den Kriterien hierfiir vergeben haben.

* Selbstverstindlich anonymisiert.
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Tabelle 1 - 5. Schilerinnen und Schuler sowie Schulen, von denen die Bearbeitungen der ZP-
10-Aufgaben fiir die Analyse vorliegen:
vorliegende Bearbeitungen der ZP-10 ClEBEmISEIe Gymnasium
Erweiterungskurs
Schulen Anzahl 10 26
Schulerinnen und Schiiler Anzahl ) 30 . . I a5
(je 3 pro Schule) (je 3 bei 25 Schulen, 1 Schule mit 27)

Von jeder Schule ist dabei jeweils eine Arbeit aus dem leistungsstarken, dem mittleren
und dem leistungsschwachen Bereich eingereicht worden. Die vergebenen Endnoten zei-
gen die folgenden Abbildungen.

Abbildung 1 - 6. Notenverteilung der Schilerinnen und Schulern, deren Aufgabenbearbeitungen in
die Detailanalysen eingehen:

Gymnasium

257

20

=77

Haufigkeit: Gymnasium, N

sehr gut befriedigend ausreichend mangelhaft

Gesamtschule/Erweiterungskurs

il

(EK), N = 30
i i

Héufigkeit: Gesamtschule
N

sehr gut gut befriedigend ausreichend mangelhaft ungeniigend

Die Stichprobe der fiir die Analysen der Schiilerbearbeitungen ausgewdhlten Losungen
ist also verzerrt. Dies verbietet es, aus den untersuchten Schiilerbearbeitungen absolute
Schliisse fiir die gesamte Schiilerschaft der beiden Schulformen zu ziehen. Das Ziel der
Analysen in diesem Bericht ist vielmehr, aus den vorliegenden Schiilerlésungen Anregun-
gen fiir Aufgabenkonstruktion und fiir die Entwicklung des Mathematikunterrichts zu ge-
winnen.

> Eine Schule schickte als drittes Exemplar eine Schiilerbearbeitung der Wiederholungsklausur, die
andere Aufgaben enthélt. Diese Schiilerbearbeitungen werden nicht interpretiert.
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2. Notengebung, Aufgabenbewertungen und Kompetenz-
profile in den Schulformen in der Stichprobe ,,Modul 2

Die hier und im nachsten Abschnitt folgenden Darstellungen sollen den Rahmen abste-
cken fiir die analytischen Betrachtungen, die in diesem Bericht anschlief3end nach zwei
groflen Linien durchgefiihrt werden: ,Aufgaben-Stellung” - das mathematische und ma-
thematikdidaktische Potential, das in den Aufgaben realisiert ist; ,,Aufgaben-Bearbeitung“ -
das bei den Schiilerinnen und Schiilern konkret zu beobachtende Losungsverhalten. Es
werden die Daten aus dem Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nord-
rhein-Westfalen zum sog. Modul 2 (siehe Kap. 1.3) benutzt. Dies ist eine Stichprobe, die das
Gesamtergebnis der ZP-10 im Land Nordrhein-Westfalen reprasentativ widerspiegelt.

Zwei Gesichtspunkte leiten die folgenden zundchst deskriptiven Darstellungen. Zum ei-
nen soll man einen Eindruck gewinnen von der realen Schwierigkeit jeder einzelnen Auf-
gabe (im Licht der Bewertungen durch die korrigierenden Lehrerinnen und Lehrer). Dem
dient die Ubersicht iiber die Prozentsitze vollstindig geloster Aufgaben im nachfolgenden
Kap. 2.4.

Zum anderen handelt es sich bei der ZP-10 um eine Priifung mit doppelter Funktion: Sie
beeinflusst mit ca. 50 % die Abschlussnoten der Schiilerinnen und Schiiler (vgl. Blichter &
Pallack, 2009). Insofern ist die ZP-10 eine Priifung mit ,high-stakes“-Charakter. Die Endno-
te wiederum dient den Schiilerinnen und Schiilern als Grundlage fiir Bewerbungen in das
Berufsleben hinein bzw. als Kriterium fiir den méglichen Ubergang aus der Sekundarstufe I
in die gymnasiale Oberstufe. Daher ist es unter der Perspektive der Bewertungsgerechtig-
keit vor allem interessant, ob die Schiilerinnen und Schiiler aus allen Schulformen, die an
ein und derselben zentralen Priifung teilnehmen, die gleichen Chancen bei den Noten ha-
ben. Im Nachhinein geben die deskriptiven Darstellungen daher auch Anlass zu Schlussfol-
gerungen fiir die zukiinftige Gestaltung der zentralen Priiffungen.

Als Basis der Vergleiche in den Kap. 2.1, 2.2 und 2.3 werden - iiber die entsprechenden
Gruppierungen hinweg - jeweils die arithmetischen Mittelwerte der erreichten Punktwerte
bzw. der Noten genommen. Dieses Maf$ entspricht am ehesten der vorherrschenden Art
der Bewertung von Schiilerbearbeitungen durch die Lehrerinnen und Lehrer, wie sie auch
von Biichter & Pallack (2009) in den Grundziigen beschrieben werden: Lehrkrafte honorie-
ren traditionellerweise auch Teilldsungen und unvollstindige Ansdtze. Sie richten sich mit
unterschiedlicher Gewichtung nach Teilaufgaben und ihren eigenen Kriterien. Es erfolge,
so Biichter & Pallack, die Punktvergabe weniger nach etablierten didaktischen Konzepten,
sondern in der Praxis oft ,aus dem Bauch heraus®. Beide Autoren begriinden damit das
Vorgehen des Ministeriums, die Punktvergabe nach Kriterien entlang zweier Dimensionen,
Zeitbedarf und kognitive Anforderung, moglichst nachvollziehbar zu gestalten. Die Bildung
arithmetischer Mittelwerte reflektiert diese Gegebenheiten. Es wird dabei von der jeweili-
gen Fragestellung abhangen, wann Noten, wann Punktzahlen heranzuziehen sind.

2.1 Ergebnisse in der Priifungsvariante HSA:
Hauptschule/Typ A und Gesamtschule/Grundkurs

2.1.1 Vergebene Noten in der HSA-Priifung

Die Priifungsvariante HSA wird den Schiilerinnen und Schiilern aus der Hauptschule
Typ A und den Schiilerinnen und Schiilern der Grundkurse der Gesamtschulen gestellt. Da
die in der ZP-10 vergebenen Noten zur Hailfte die Note des Faches Mathematik im Ab-
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

schlusszeugnis bestimmen, hat die ZP-10 eine deutliche Auswirkung darauf, wie sich diese
Schiilerinnen und Schiiler auf dem Arbeitsmarkt prasentieren konnen. Sind die Noten der
ZP-10 systematisch unterschiedlich nach diesen beiden Schulformen?

Die Auswertung zeigt, dass in beiden Schulformen alle Notenstufen von 1 bis 6 vergeben
werden und dass die Abschlusspriifung mit einer Durchschnittsnote von 2,64° sicher insge-
samt nicht zu schwer ist. Die Chancen der Jugendlichen bei Bewerbungen werden somit
durch die Mathematiknote nicht systematisch beeintrachtigt.

Tabelle 2 — 1. Notenvergabe in der HSA-Prifung:
Anzahl der Schilerinnen . Standard- Standard-
L Mittelwert Endnote .

und Schuler abweichung fehler
FEVgEEe 195 2,56 1,193 085
Typ A
s EETe- 509 2,68 1,163 052
Grundkurs
gesamt 704 2,64 1,172 ,044

Die Durchschnittsnoten in den beiden Schularten unterscheiden sich nicht signifikant’
Die Abschlusspriifung ,reagiert somit auf die Kompetenzen, die die Jugendlichen in Ma-
thematik erworben haben, in beiden Schulformen gleichmafig. Deshalb ist eine gemein-
same Abschlusspriifung fiir beide Schulformen in der Art der ZP-10 von 2008 zu vertreten.
Sie benachteiligt weder die Schiilerinnen und Schiiler der Hauptschule noch die der Ge-
samtschulen und gibt aus beiden Schulformen heraus die gleichen Chancen auf dem Ar-
beitsmarkt. Die inhaltliche Addquatheit der HSA-Priifung, z.B. beziiglich der Kernlehrpla-
ne und anderer inhaltlicher Gesichtspunkte, wird in Kap. 3 und 4 gepriift.

2.1.2 Leistungsstarke und leistungsschwache Klassen

Dennoch gibt es zwischen den Klassen betrichtliche und hochsignifikante® Unterschie-
de. Die Griinde dafiir konnen hier allerdings nicht diskutiert werden. Es fehlen im Daten-
satz ,Modul 2“ sowohl die sozio6konomischen Daten der Schiiler, die sich bekanntlich (vgl.
die PISA-Daten; Baumert & al., 2001; und viele andere bekannte Belege) durchaus auf die
Leistungen der Schiiler auswirken, als auch Variablen, die etwas tiber den Unterricht in der
Klasse oder die Priifungsbedingungen der Abschlusspriifungen vor Ort aussagen konnten.
Zur Illustration zeigen wir aber die Ergebnisse der in jeder der beiden Schulformen jeweils
(an den Noten gemessen) leistungsstarksten bzw. leistungsschwachsten Klasse. Die Unter-
schiede reichen so weit, dass in den entsprechenden Klassen sogar das Notenspektrum
nicht voll ausgenutzt wird.

% Das arithmetische Mittel ist hier und im Folgenden nicht nach weiteren Parametern (beispiels-
weise Klassengrofie als ein Indikator fiir Klumpungen der Stichprobe) gewichtet. Die Daten
stammen aus dem Datensatz ,,Modul 2.

TONEWAY ANOVA: df = 1; F = 1,403; ns.
® ONEWAY ANOVA: df = 34; F = 6,594; p<0,001.
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Aufgabenbewertung HSA-Prifung (,,Modul 2%)

Tabelle 2 — 2. Notenvergabe in den jeweils leistungsstarksten bzw. leistungsschwachsten Klas-
sen der HSA-Priifung:
Klassen- Mittelwert Standard- Standard- beste schlechteste
starke Endnote abweichung fehler Note Note
starkste
Hauptschule Klasse 24 L79 658 134 L s
Typ A SEEE TE 21 3,86 1,315 287 1 6
Klasse
starkste
Gesamtschule - Klasse 21 2,00 1,000 218 1 5
Grundkurs schwachste 18 433 767 181 3 5
Klasse
2.1.3 Unterschiede zwischen Médchen und Jungen

Obwohl sich die beiden Schulformen in der HSA-Priifung also insgesamt recht gleich-
maflig darstellen, treten doch die Differenzen zwischen Madchen und Jungen bereits auf
der Gesamtebene auf. Der Unterschied ist signifikant®. Der Vorteil fallt zugunsten der Jun-

gen aus.
Tabelle 2 — 3. Notenvergabe in der HSA-Priifung, Unterschiede zwischen Madchen und Jungen:
Anzahl der Schilerinnen . Standard- Standard-
. Mittelwert Endnote .
und Schuler abweichung fehler
Madchen 358 2,88 1,158 ,061
Jungen 346 2,40 1,135 ,061
gesamt 704 2,64 1,172 ,044

Die Unterschiede zwischen Maddchen und Jungen machen sich allerdings in den beiden
Schulformen jeweils anders bemerkbar. Berechnet man die Jungen-Madchen-Unterschiede
innerhalb der beiden Schulformen, so stellt sich Signifikanz deutlich in der Gesamtschule
ein, aber nicht (jedenfalls nicht mehr auf dem 5%-Niveau) in der Hauptschule. Diesen Un-
terschieden kann hier aber nicht weiter nachgegangen werden. Zur Illustration werden
diejenigen Aufgaben erwdhnt, bei denen es in der HSA-Priifung keinen signifikanten Un-
terschied zwischen mannlichen und weiblichen Jugendlichen gibt. Es sind dies die folgen-

den Aufgaben:
Tabelle 2 — 4. Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen Madchen und

Jungen in der HSA-Prifung:

. max. Punkt- Mittelwert Mittelwert

Aufgabe Kurzbezeichnung — Madchen Jungen
HSA-1c Umfang Quadrat 2 1,81 1,83 df =1; F=,205; ns
HSA-1le VVolumen Quader 3 2,79 2,82 df=1; F=,276; ns
HSA-1f 1 Klassenarbeit, Note 2 2 1,95 1,94 df=1; F=,199; ns
HSA-1f 2 Klassenarbeit, Teilnahme 3 2,71 2,75 df =1; F =,340; ns
HSA-2a Beitragssatz 1980 1 97 ,96 df=1; F=,837; ns
HSA-2d2 Zusatzversicherung numerisch 2 77 ,85 df = 1; F = 2,004; ns
HSA-4a Schaubild Eintrittspreise 1 ,62 ,67 df=1;F=2,171; ns
HSA-4b 1 Lohnt sich Tageskarte 2 1,47 1,58 df=1; F=3,172; ns
HSA-4b_2 Mit Tageskarte bleiben 2 72 ,63 df=1; F=2,468; ns

’ ONEWAY ANOVA: df = 1; F =31,674; p<0,001.
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

2.1.4 Bewertung der Aufgabengruppe 1 (,,Basiskompetenzen”)

Signifikante Unterschiede zwischen den Schulformen koénnten sich prinzipiell auch in
der Bearbeitung einzelner Aufgaben in der HSA-Priifung der ZP-10 ergeben™. Das ist aller-
dings nicht der Fall. In allen vier Aufgabengruppen verhalten sich die Schiilerinnen und
Schiiler aus den Hauptschulen Typ A und den Grundkursen der Gesamtschulen i.w. gleich.
An ehesten ist tendenziell” noch ein Unterschied zugunsten von Hauptschule Typ A bei
der Aufgabe 4 auszumachen. Exemplarisch sollen daher die beiden Aufgabengruppen ,Auf-
gabe 1“ (die ,basics”) und ,Aufgabe 4“ (mit dem gréfiten, wenngleich nicht signifikanten
Unterschied in den Schulformen) betrachtet werden. In dhnlicher Weise stellen sich auch
die Punktezahlen (anstelle der Noten) fiir die gesamte HSA-Priifung dar. Es gibt keinen
signifikanten Unterschied zwischen den beiden Schulformen.

Tabelle 2 — 5. Punktbewertung in der HSA-Prufung, Aufgaben 1 und 4:
Aufgabe 1, max. Punktzahl: 21 Aufgabe 4, max. Punktzahl: 17
257 201
201
157
157
107
107
o
s
650
599.619
504 .647
” ° N 516
T T T T
Hauptschule Typ A Gesamtschule Grundkurs Hauptschule Typ A Gesamtschule Grundkurs

Punkteverteilung in der HSA-Prifung (max. Punktzahl: 71):

807

6w .

40

—J649

207 §516517

639 650 B
A 318

T T
Hauptschule Typ A Gesamtschule Grundkurs

' Die Bewertungen sind dann per vergebener Punktezahl darzustellen.
" Signifikanzniveau p = 0,0762.
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2.2

Realschule und Gesamtschule/Erweiterungskurs

2.2.1

Ergebnisse der Priifungsvariante MSA: Hauptschule/Typ B,

Noten in der MSA-Priifung: Aspekte der Bewertungsgerechtigkeit

Das fiir die HSA-Priifung genannte Argument, dass sich ungleiche Notenvergaben in
den Schulformen nachteilig fiir die Schiilerinnen und Schiiler bei Bewerbungen fiir das
Berufsleben erweisen kénnten, hat nun erst recht und verscharft Bedeutung. Mit dem Mitt-
leren Schulabschluss steht ndamlich eine breite Palette von Berufsbildern zur Wahl. Die
folgenden Tabellen zeigen nun tatsichlich erhebliche Unterschiede zwischen den Schul-
formen, die zudem nach mehreren Vergleichsgesichtspunkten deutlich und stets zu Lasten
der Schiilerinnen und Schiiler aus dem Hauptschultyp B ausfallen werden.

Tabelle 2 — 6. Notenvergabe12 in der MSA-Priifung nach Schulformen:
Anzahl der Schulerinnen . Standard- Standard-
. Mittelwert Endnote .

und Schuler abweichung fehler
MRS = 421 3,50 982 048
Typ B
Realschule 788 2,86 1,027 ,037
Gesamtschule —
Erweiterungskurs 589 2,18 1,079 044
gesamt 1798 2,98 1,073 ,025

Tabelle 2 - 7.

Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule Typ B, Gesamtschule/

Erweiterungskurs und Realschule in der MSA-Priifung (Basis: Noten)

(a) (b) Mlttle(;()a _Dl(fl;‘)erenz Standardfehler Signifikanz
Realschule 641" ,062 ,000
Hauptschule - Typ B~ ischule - EK 723’ ,066 ,000
Hauptschule - Typ B -,641 ,062 ,000
Realschule Gesamtschule - EK ,082 ,056 437
Gesamtschule - Hauptschule - Typ B -, 723 ,066 ,000
Erweiterungskurs Realschule -,082 ,056 437

*. Die Differenz der Mittelwerte ist auf dem Niveau 0.05 signifikant.

Es zeigt sich zundchst, dass die MSA-Priifung mit den Durchschnittsnoten 2,78 bzw.
2,86 fiir den Erweiterungskurs der Gesamtschule bzw. die Realschule nicht zu schwer aus-
fallt. In der Hauptschule Typ B wird aber mit 3,50 eine erheblich schlechtere Durch-
schnittsnote erzielt. Der Boxplot zeigt diese Verhaltnisse anschaulich; noch differenzierter
als bei den Noten lasst sich der Abstand der Hauptschule Typ B aus dem Bild mit der Punk-
teverteilung erkennen.

2 Die Noten sind von uns nachtréglich berechnet worden. Vgl. die Hinweise zum Datensatz ,,Mo-
dul 2° Nr. 1 und 2 in Kap. 1.3.1.
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

Tabelle 2 — 8. Notenverteilung und Punkteverteilung (max. Punktzahl: 7413) auf die Schulformen
in der MSA-Priifung:

67 = 80
. - _
601
| I
40
37 I
. 1 i
201
1.141 1.046 1.608
961 L] L]

LJ
973 1.055

T T T T T T
Hauptschule Typ B Realschule Gesamtschule Hauptschule Realschule Gesamtschule/
Erweiterungskurs Typ B Erweiterungskurs

Die Unterschiede zwischen den drei Schulformen sind hochsignifikant. Bei Mehrfach-
vergleichen zwischen den Schulformen nach Bonferroni erkennt man dabei bereits auf die-
ser allgemeinen Ebene ein Muster, das sich bis zum Verhalten bei den meisten einzelnen
Aufgaben durchziehen wird: Die Abschlussnoten (und in gleicher Weise auch die Vergabe
der Punkte) in Gesamtschule/Erweiterungskurs und Realschule unterscheiden sich nicht
signifikant, aber sehr wohl die Noten des Hauptschultyps B von denen der beiden anderen
Schulformen. Das Muster wird spater beim Hinzufiigen des Gymnasiums (fiir die gemein-
same Aufgabe 1) bestehen bleiben und das Gymnasium als zusatzliche Leistungsstufe aus-
weisen (siehe folgenden Abschnitt).

2.2.2 Persistente Unterschiede zwischen Hauptschule/Typ B und den anderen
Schulformen

Das Muster ,Hauptschule/Typ B auf der einen Seite und andererseits die nicht unter-
scheidbare Gruppe ,Realschule & Gesamtschule/Erweiterungskurs® bleibt fast immer auch
auf der Aufgabenebene erhalten. Von mathematikdidaktischem Interesse ist dies vor allem
bei der Aufgabengruppe 1, der Erfassung der sog. ,Basiskompetenzen®. Die Mittelwertun-
terschiede zwischen Realschule und Gesamtschule/Erweiterungskurs sind nun statistisch
tiberhaupt nicht mehr zu trennen, wie die Mehrfachvergleiche nach Bonferroni zeigen.

" Die Auswertungsanleitungen des Ministeriums weisen urspriinglich eine maximale Punktzahl
von 75 aus. Der Datensatz des Ministeriums berichtet die Punktbewertung der Aufgabe MSA-1f1
mit nur 2 Punkten. Daher sind in dieser und einigen weiteren Tabellen 74 Punkte fiir die Gesamt-
priifung und 18 (gegeniiber 19) Punkte fiir die Aufgabengruppe 1 das erreichbare Maximum. Vgl.
die Hinweise zum Datensatz ,,Modul 2* in Kap. 1.3.1.
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Tabelle 2 - 9. Punktmittelwerte'* bei Aufgabengruppe 1 (,Basiskompetenzen®) in der MSA-
Prufung nach Schulformen:
Anzahl der Schilerinnen Mittelwert Standard- Standard-

und Schuler abweichung fehler
AETIEEIO = 421 11,70 2,967 145
Typ B
Realschule 788 13,01 2,696 ,096
CesaisE Lz = 589 12,96 3,143 130
Erweiterungskurs
gesamt 1798 12,69 2,962 ,070
Tabelle 2 — 10. Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule Typ B, Gesamtschule/

Erweiterungskurs und Realschule in der MSA-Priifung bei Aufgabengruppe 1
(,Basiskompetenzen®):

@ ®) M'“"ig‘; _D'(fg;”enz Standardfehler Signifikanz
Realschule -1,312° 176 ,000
Hauptschule - Typ B~ ischule - EK -1,259' 186 ,000
Hauptschule - Typ B 1,312 ,176 ,000
Realschule Gesamtschule - EK ,053 159 1,000
Gesamtschule - Hauptschule - Typ B 1,259 ,186 ,000
Erweiterungskurs Realschule -,053 ,159 1,000

*, Die Differenz der Mittelwerte ist auf dem Niveau 0.05 signifikant.

Uber die Leistungsbewertungen der einzelnen Aufgaben hinaus hatten die Lehrerinnen
und Lehrer auch tbergreifende Kompetenzen zu bewerten, die , Darstellungsleistung” mit
max. 6 Punkten und den ,Umgang mit Mafdeinheiten“ mit max. 3 Punkten. Bei der Darstel-
lungsleistung fallen in allen drei Schulformen die Bewertungen statistisch ununterscheid-
bar aus. Bei der Bewertung des Umgangs mit Mafdeinheiten stellt sich indes statistisch
deutlich das bisherige Muster wieder ein.

Es ist bei dieser sehr deutlichen Datenlage kritisch zu fragen, welche Auswirkungen eine
solche Verteilung der Leistungsbewertungen auf zwei signifikant unterschiedliche Gruppen
- ,Hauptschule/Typ B“ gegeniiber ,Realschule & Gesamtschule/Erweiterungskurs® - letzt-
lich auf die Berufschancen der Jugendlichen hat. Kénnen die Schiilerinnen und Schiiler mit
einem Mittleren Schulabschluss aus der Hauptschule Typ B noch mit den tibrigen Schiile-
rinnen und Schiillern mit dem gleichen Abschluss fair konkurrieren? Es ist schwer
entscheidbar, inwieweit von den zukiinftigen Arbeitgebern unterschiedliche Schulformen
bei ein und derselben Qualifikation, ndmlich dem ,Mittleren Schulabschluss, wahrge-
nommen werden. Analoges gilt auch fiir die Notengebung, die den auch aus Hauptschule
Typ B prinzipiell moglichen Ubergang zur gymnasialen Oberstufe regelt.

Geht man noch einen weiteren Schritt zurlick und untersucht die Notenvergaben inner-
halb der Schulform Hauptschule (stets Klasse 10), dann ist man mit dem folgenden Prob-
lem konfrontiert: Beide Hauptschulgruppen, die Schiilerinnen und Schiiler im Typ A und
die im Typ B schreiben zwar unterschiedliche zentrale Priifungen und erreichen damit un-
terschiedliche Schulabschliisse . Sie treten dann aber beide als Absolventen der Klasse 10
der Hauptschule auf. Thre Noten spiegeln freilich keineswegs den unterschiedlichen An-
spruch in beiden Schultypen wider. Die Schiilerinnen und Schiiler aus der anspruchsvolle-
ren Hauptschule Typ B schliefSen mit der ambitionierteren zentralen Priifung MSA ab und
erzielen demnach die weitaus schlechteren Noten; denn sie miissen sich ja an den Real-

14 Vgl. die Hinweise zum Datensatz ,,Modul 2 in Kap. 1.3.1. Basis ist eine maximal zu erreichen-
de Punktzahl 18 in Aufgabe 1.
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schulen und den Erweiterungskursen der Gesamtschulen messen lassen. Die Schiilerinnen
und Schiiler aus Hauptschule Typ A konnen umgekehrt in der HSA-Priifung fast eine No-
tenstufe besser abschliefden. Die Tabelle zeigt abermals sehr deutliche Unterschiede.

Tabelle 2 — 11. Gegenuberstellung der Notenverteilungen fir die Schiilerinnen und Schiiler aus
Hauptschule Typ A (mit HSA-Priifung) und Hauptschule Typ B (mit MSA-Priifung):
befriedi- aus- mangel- unge- DU
sehr gut gut . 9 ng schnitts-
gend reichend haft niigend
note
Hauptschule - Typ A |Anzahl 38 68 48 25 15 1 256
in der HSA-Prifung | o, 19,5% 34,9% 24,6% 12,8% 7,7% 5% '
Hauptschule - Typ B |Anzahl 5 59 153 130 73 1 250
in der MSA-Prfung |, 1,2% 14,0% 36,3% 30,9% 17,3% 2% '

Wieder stellt sich die Frage nach den Auswirkungen bei Bewerbungen im Arbeitsmarkt.
Die Schiilerinnen und Schiiler aus der Hauptschule Typ B ziehen bei jedem der beiden
Vergleiche - gegeniiber den anderen MSA-Schulformen (und spater erst recht gegeniiber
dem Gymnasium) und gegeniiber der Hauptschule Typ A - den Kiirzeren. ,,Objektiv* muss
man zwar aufgrund unterschiedlicher Lerngelegenheiten beide Vergleiche als inaddquat
ansehen; ob diese Differenzierung jedoch beim Ubergang ins Berufsleben z.B. von einstel-
lenden Arbeitgebern noch vorgenommen wird, ist durchaus zu bezweifeln.

Ubrigens zeigt ein schulforminterner Vergleich der in den beiden verschiedenen Prii-
fungen HSA bzw. MSA erzielten Noten fiir die Gesamtschulen (Grundkurse gegeniiber Er-
weiterungskursen) weitaus geringere Unterschiede.

Tabelle 2 — 12. Gegenuberstellung der Notenverteilungen fur die Schilerinnen und Schiiler aus
Gesamtschule/Grundkurs (mit HSA-Prifung) und Gesamtschule/Erweiterungskurs

(mit MSA-Prifung):

befriedi- aus- mangel- unge- Dur(_:h-
sehr gut gut A . schnitts-

gend reichend haft nigend note
Gesamtschule / Anzahl 78 172 141 75 41 2
Grundkurs 2,68
in der HSA-Priifung % 15,3% 33,8% 27,7% 14,7% 8,1% 4%
Gesamtschule / Anzahl 66 187 186 114 35 1
Erweiterungskurs 2,78
in der MSA-Priifung | % 11,2% 31,7% 31,6% 19,4% 5,9% ,2%

Auch die Lehrerinnen und Lehrer an der Hauptschule scheinen sich der Problematik der
Notengebung aus der MSA-Priifung fiir die Schiilerinnen und Schiiler in der Hauptschule
Typ B bewusst zu sein. Sie reagieren darauf so, dass sie versuchen, Schiilerinnen und Schii-
ler wenn irgend méglich letztendlich auf die Note ,befriedigend“ zu heben. Die Ubersicht
tiber die Verteilungen der Punktzahlen fiir Hauptschule Typ B zeigt namlich eine auffal-
lend deutliche Liicke bei 43 Punkten. Dies ist genau der Ubergang von ,ausreichend“ nach
,befriedigend“”>. Beim Ubergang von ,mangelhaft‘ nach ,ausreichend“ (von 33 nach 34
Punkten) ist dieser Effekt allerdings nur schwach erkennbar.

' Die Unstimmigkeit im Datensatz bei der Bewertung von Aufgabe MSA-1f1 hat hierauf keinen
Einfluss. Allenfalls kdmen dann einige wenige dieser Schiilerinnen und Schiiler sogar auf 45
Punkte innerhalb der Note ,,befriedigend*.
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Abbildung 2 — 13. Verteilung der Punktzahlen in der MSA-Priifung auf die Schilerinnen und Schiiler
der Hauptschule Typ B (Haufigkeiten der Punktzuweisungen):
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Auf dem Hintergrund der Daten zu allen diesen Gesichtspunkten - Noten- und Punkte-
Vergleich zwischen den Schulformen mit Abschluss MSA, Vergleich auf der Aufgabenebe-
ne, Riickvergleich innerhalb der Schulform Hauptschule, Versuch der Notenadjustierung —
ist aus der Perspektive einer Wiirdigung der Leistungen der Hauptschule Typ B heraus zu
tiberlegen, ob eine gemeinsame Abschlusspriifung fiir alle drei Schulformen in der MSA-
Variante der ZP-10 iiberhaupt angemessen ist. Denn fiir jede Schulform existiert ja ein ei-
gener Kernlehrplan. Jede Schulform bietet ein deutlich profiliertes Angebotsspektrum und
damit differenzierte Anregungs- und Lerngelegenheiten. Eine Abschlusspriifung ist aber
ein schulnaher Test mit ,high stakes“-Charakter, der auf die curricularen Vorgaben der
einzelnen Schulformen reagieren sollte, und per Intention eben kein ,low stakes“-Test wie
beispielsweise PISA, der von der Anlage her curricular fern konstruiert sein kann und , lite-
racy” priifen soll. Dass es gemeinsame Kompetenzen gibt, die am Ende der Sekundarstufe I
in allen Schulformen erreicht werden sollten, ist von dieser Feststellung nicht beriihrt. Zu
konstatieren sind aber die offenbar erheblich differenten Entwicklungsmilieus in den drei
Schulformen, die eine zentrale Priifung respektieren (und abbilden) sollte.

2.2.3 Leistungsstarke und leistungsschwache Klassen

Wie in der HSA-Priifung treten auch in der MSA-Priifung erhebliche Leistungsunter-
schiede zwischen den Klassen auf. Fiir eine Analyse der Griinde fehlen wie dort viele rele-
vante Parameter. Die Unterschiede konnen lediglich illustriert werden durch eine Gegen-
tberstellungen der Ergebnisse (Basis: Noten). Da insbesondere in der Hauptschule Typ B
die beiden Extremfdlle auf3erordentlich herausstechen, zeigen wir pro Schulform jeweils
die beiden leistungsstarksten bzw. leistungsschwachster Klassen.
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

Tabelle 2 — 14. Notenvergaben16 in den beiden leistungsstarksten bzw. leistungsschwachsten
Klassen der MSA-Prifung:
Klassen- Mittelwert Standard- Standard- beste schlechteste
starke Endnote abweichung fehler Note Note

starkste 21 2,48 , 750 ,164 1 4

Hauptschule/  Klassen 22 2,95 ,899 ,192 1 5
Typ B schwéchste 26 4,00 ,894 ,175 2 5
Klassen 18 4,61 ,502 ,118 4 5

starkste 24 2,00 ,659 ,135 1 3

e Klassen 24 2,04 ,690 141 1 3
schwéchste 30 3,50 1,075 ,196 1 5

Klassen 22 3,59 ,854 ,182 2 5

starkste 27 1,89 ,801 ,154 1 4

gfvigs“;fuc:;s'e_’ Klassen 28 2,07 1,086 205 1 5
S schwéchste 27 3,37 ,884 ,170 2 5
Klassen 25 3,64 ,995 ,199 2 5

2.2.4 Middchen-Jungen-Unterschiede

Es treten auch in der MSA-Priifung Unterschiede zwischen Mddchen und Jungen auf.
Sie fallen insgesamt zugunsten der Jungen aus, wie zundchst der Mittelwertvergleich zeigt:

Tabelle 2 — 15. Unterschiede zwischen Madchen und Jungen in der MSA-Priifung insgesamt (alle
Schulformen) auf der Basis der erreichte Punktzahlen:
Anzahl der Schylerlnnen Mittelwert Punktzahl Stan_dard- Standard-
und Schiler abweichung fehler
Méadchen 913 47,21 11,118 ,368
Jungen 885 51,08 10,649 ,358
gesamt 1798 49,11 11,057 ,261

Anders als in der HSA-Priifung sind nun die Unterschiede zwischen Madchen und Jun-
gen insgesamt und auch einzeln in allen drei Schulformen signifikant (ONEWAY ANOVA):

Tabelle 2 — 16. Unterschiede zwischen Madchen und Jungen in der MSA-Priifung nach Schulfor-
men (Basis: erreichte Punktzahlen):
Mittelwert Madchen [ Mittelwert Jungen Signifikanz
Hauptschule/Typ B 40,20 46,35 df =1; F = 38,251; p < 0,001
Realschule 48,97 42,49 df =1; F=23,734; p< 0,001
Gesamtschule/Erweiterungskurs 50,02 52,50 df=1; F=7,670; p = 0,006
alle Schulformen 47,21 51,08 df =1; F =56,822; p < 0,001

Den Griinden wird hier nicht weiter nachgegangen, so dass diese Ergebnisse wieder an-
schaulich gemacht werden, indem diejenigen Aufgaben angegeben werden, die keine signi-
fikanten Mddchen-Jungen-Unterschiede aufweisen.

In der ersten Tabelle werden (im Vorgriff auf den nachsten Abschnitt) die Aufgaben aufge-
zahlt, die in den Priiffungsvarianten MSA und MSA-Gy identisch sind. Diese Aufgaben sind
von allen MSA- und MSA-Gy-Schiilerinnen und Schiilern bearbeitet. Es ist aber keineswegs
so, dass alle Aufgaben in jeder der Schulformen gleichermaflen keinen Madchen-Jungen-
Unterschied aufweisen. Neben den Charakteristika der Aufgaben spielen also offenbar
noch andere Parameter fiir diese Unterschiede eine Rolle.

'® Noten von uns nachtriglich berechnet; vgl. die Hinweise zum Datensatz ,,Modul 2% in Kap.
1.3.1.
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Aufgabenbewertungen MSA-Prifung (,,Modul 2%)

Tabelle 2 — 17. Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen Madchen und
Jungen in der MSA und der MSA-Gy Prifung (identische Aufgaben). Basis: Mittle-
re erreichte Punktzahl:

»Sign.” = signifikanter Unterschied zwischen Madchen und Jungen auf p < 0,05.
max. Hauptschule Realschule Ceszisetls Gymnasium

Aufgabe Kurzbezeichnung Punkt- p Erweiterungs- y

zahl 1 B kurs
w m w m W m W m

mgﬁ:é(;_ld Schrittmalregel 0,95 1,03 1,37 1,36 1,19 1,33 1,66 1,70

mgﬁ:é‘i}_lel B"tZE‘r‘]?fgr'ﬁSQger ; sign.  sign. | 1,87 1,85 | 1,81 185 | 191 193

mgﬁ:clsiz-lez“ Bitz und Donner - sign. sign. | 1,87 185 | 1,81 1,85 | 191 193

mgﬁ:é‘;_% nicht bewasserte Fla- 196 208 | 213 215 | 198 199 | 263 263

mgﬁ:é‘;ea Fehlerwanrschetnlich- 286 295 | 322 334 | 320 331 | 354 361

mgﬁg‘i’gbz 2 Treffer 0,84 1,05 sign. sign. 1,95 2,05 sign. sign.

mgﬁé(;/?SbS nur 1 Treffer 0,49 0,61 1,20 1,38 1,56 1,47 1,89 1,99

mgﬁ:é?/]—ﬁal welche Parabel sign. sign. sign. sign. sign. sign. 0,97 0,98

mgﬁié%az Erklare E#Srljgonsglel- sign. sign. | 1,50 155 | 145 1,42 | sign.  sign.

mgﬁ:gy-% Abstand Brgckenpfeller sign.  sign. 1,89 2,06 2,18 2,26 | sign.  sign.
mgﬁ:é%/Ac Bestimme Spannweite sign. sign. 1,22 1,20 1,02 1,02 sign. sign.

Es folgen nun diejenigen Aufgaben,

Madchen-Jungen-Unterschied bleiben.

die nur in der MSA-Priifung vorkommen und ohne

Tabelle 2 — 18. Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen Madchen und
Jungen in der MSA-Prifung. Basis: Mittlere erreichte Punktzahl:
»Sign.” = signifikanter Unterschied zwischen Madchen und Jungen auf p < 0,05.
max. Hauptschule Realschule Gesamtschule
Aufgabe Kurzbezeichnung Punkt- p . K
2ahl Typ B Erweiterungskurs
w m w m w m
MSA-2a Bewaésserte Kreisflache 3 2,71 2,78 2,84 2,80 2,82 2,79
MSA-3a Fehlerwahrscheinlichkeit 1 074 08 | 085 08 | 087 087
numerisch
MSA-4a Hohe Stahlseil 1 sign. sign. sign. sign. 0,84 0,89
MSA-4b Abstand Briickenpfeifer 1 1 sign. sign. 0,96 0,97 0,94 0,96
MSA-4c Koordinaten Pfeilerspitze 1 0,93 0,93 0,96 0,96 0,97 0,97
MSA-4e Berechne Strecke P,P; 4 sign. sign. sign. sign. 3,19 3,22

7 Vgl. die Bemerkung in Kap. 1.3.1 wegen der Identitit beider Zeilen.
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

2.3 Ergebnisse der Prifungsvariante MSA-Gy: Gymnasium

2.3.1 Noten in der MSA-Gy-Priifung und Punktevergabe in Aufgabengruppe 1:

Tendenzielle Unterforderung

Mit einer Durchschnittsnote von 2,53 fdllt die Notenverteilung in der MSA-Gy-Priifung
nicht tiberraschend aus. Die Verteilung ist tendenziell flach und bemerkenswert zu den
besseren Noten hin verschoben (Kurtosis: -,200; Schiefe: ,398). Man kann dies als einen
Hinweis auffassen, dass die Priifung tendenziell zu leicht fiir die Gymnasiasten ist.

Tabelle 2 — 19. Notenverteilung MSA-Gy-Priifung™®:
befriedi- aus- mangel- unge- DU
Sl G gut gend reichend haft nigend scr:l(r)ltlgts-
. Anzahl 123 397 314 125 28 0 19
Gymnasium % 124 40,2 318 12,7 28 0 2,53

Da aber die Aufgaben in den Priifungsvarianten MSA und MSA-Gy grofdenteils iiberein-
stimmen, ist es interessant, den Abstand der Gymnasien in der Benotung und Bepunktung
gegentiiber den anderen Schulformen so weit wie moglich festzuhalten. Wieder ist zundchst
vom mathematikdidaktischen Standpunkt aus gerade die Aufgabengruppe 1, die ,Basis-
kompetenzen erfassen soll, besonders aufschlussreich. Sie ist identisch in allen vier Schul-
formen der MSA- und der MSA-Gy-Priifung. Es ergibt sich nun eine Erganzung und Ver-
starkung des bereits in der MSA-Priifungsvariante erkannten Musters: Mit weitem Abstand
rangiert die Hauptschule Typ B unter Realschule & Gesamtschule/Erweiterungskurs;
nochmals signifikant dariiber liegen die Ergebnisse im Gymnasium. Die Tabellen mit den
Mehrfachvergleichen (Basis: Punktzahlen; max. Punktzahl 18 aufgrund der Datenliicke im
Datensatz des Ministeriums; siehe 1.3.1) zeigen dies deutlich auf: Das Mittelwert-Bild und
der Boxplot geben eine anschauliche Vorstellung von den deutlichen Schulformunterschie-
den, die sich im Ubrigen in der Tendenz in allen anderen gemeinsamen Aufgaben der bei-
den Priifungsvarianten MSA und MSA-Gy wieder finden.

Tabelle 2 — 20. Punktmittelwerte bei Aufgabengruppe 1 (,Basiskompetenzen®) in der MSA-Prifung
und der MSA-Gy-Priifung:
Anzahl der Schulerinnen Mittelwert Stan_dard— Standard-

und Schuler abweichung fehler
Hauptschule — Typ B 421 11,70 2,967 ,145
Realschule 788 13,01 2,696 ,096
EresrmEae — 589 12,96 3,143 130
Erweiterungskurs
gesamt MSA 1798 12,69 2,962 ,070
Gymnasium 987 14,88 2,337 ,074

'8 Von 1 Schiilerin ist aus dem Datensatz ,,Modul 2 keine Note berechenbar, daher hier N=987.
Noten von uns nachtraglich berechnet; vgl. die Hinweise zum Datensatz ,,Modul 2* in Kap. 1.3.1.

1 Mittelwert 2,53; Standardabweichung 0,961; Standardfehler des Mittelwerts 0,031.
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Aufgabenbewertungen MSA-Gy (,Modul 2“)

Tabelle 2 — 21. Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule Typ B, Gesamtschule/
Erweiterungskurs, Realschule und Gymnasium bei Aufgabengruppe 1 (,Basis-

kompetenzen®):

@ (b) M'“"?S _D'(fg)erenz Standardfehler Signifikanz
Realschule -1,312° 176 ,000
Hauptschule - Typ B Gesamtschule - EK -1,259" ,186 ,000
Gymnasium -3,176 ,158 ,000
Hauptschule - Typ B 1,312 ,176 ,000
Realschule Gesamtschule - EK ,053 ,159 1,000
Gymnasium -1,864 ,130 ,000
Hauptschule - Typ B 1,259 ,186 ,000
Sf;;?;ticnhgus";l;rs Realschule 053 159 1,000
Gymnasium -1,917 ,142 ,000

*. Die Differenz der Mittelwerte ist auf dem Niveau 0.05 signifikant.

Tabelle 2 — 22. Mittelwerte und Verteilung der Bewertung fir die Bearbeitung von Aufgabengruppe
1 (,Basiskompetenzen®); max. Punktzahl 18 :
] 20
14
15
. -
10
12 99
02242
57 550 1.758
1,070 688 550 1.35501.453
. So0s ® 1605:
T T T T o ¥
Hauptschule Realschule Gesamtschule Gymnasium 1.342
Typ B Erweiterungskurs 0
Hauptlschule Realslchule Gesamltschule Gymnlasium
Typ B Erweiterungskurs
2.3.2 Leistungsstarke und leistungsschwache Klassen

Auch in den Gymnasien gibt es bemerkenswerte Unterschiede zwischen den Klassen. In
der besten Klasse wird sogar fast ein ,sehr gut” als Durchschnittsnote erzielt. Die leistungs-
schwachste Klasse hingegen kommt nur auf ,ausreichend“ als Durchschnitt. Diesen enor-
men Unterschieden sollte - mit Daten, die uns allerdings nicht vorliegen - das Ministerium
fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen im Interesse der Qualitats-
entwicklung im Mathematikunterricht weiter nachgehen.

Tabelle 2 — 23. Notenvergabe20 in den beiden leistungsstarksten bzw. leistungsschwéachsten Klas-

sen der MSA-Gy-Prufung:

Notenmittelwerte Kla§sen- Mittelwert Stan_dard- Standard- beste schlechteste
starke Endnote abweichung fehler Note Note
starkste 24 1,54 ,658 134 1 3
SRS Klassen 23 1,87 757 ,158 1 3
schwéchste 30 3,47 ,900 ,164 2 5
Klassen 22 3,64 ,953 ,203 2 5

%% Noten nachtriglich berechnet; vgl. die Hinweise zum Datensatz ,,Modul 2* in Kap. 1.3.1.
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

2.3.3

Middchen-Jungen-Unterschiede

Madchen und Jungen verhalten sich in ihren Leistungen auch im Gymnasium unter-
schiedlich. Der Vergleich wird wieder, angemessen fiir eine ,high stakes“-Priifung, auf der

Basis der Noten vorgenommen. Der Unterschied ist signifikant™.

Tabelle 2 — 24. Notenvergabe22 in der MSA-Gy-Prufung, Unterschiede zwischen Madchen und
Jungen:
Notenmittelwerte G TS S Mittelwert Endnote Sl ST e
und Schuler abweichung fehler
Méadchen 512 2,67 ,986 ,044
Jungen 475 2,38 ,909 ,042
gesamt 987 2,53 ,961 ,031

Zur Illustration der Unterschiede dienen wieder diejenigen Aufgaben, bei denen sich
keine signifikanten Geschlechtsunterschiede abzeichnen. Die Mehrzahl davon ist bereits im
vorherigen Abschnitt aufgefiihrt worden, namlich die 7 Aufgaben, die identisch in den bei-
den Priifungsvarianten MSA und MSA-Gy sind und im Gymnasium ohne Madchen-Jungen-
Unterschied bleiben. In der gymnasialen Priifungsvariante MSA-Gy kommen zusatzlich
diese beiden Aufgaben ohne signifikanten Mddchen-Jungen-Unterschied vor:

Tabelle 2 —25. Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen M&dchen und
Jungen, die nur in der MSA-Gy-Prufung vorkommen (Mittelwerte der in der Gruppe
erzielten Punkte):

max. Gymnasium
Aufgabe Kurzbezeichnung Punkt- Punktmittelwerte

zahl w m
MSA-Gy-2d1 nicht bewasserte Flache, Parallelogramm 3 2,49 2,57
MSA-Gy-3c Korbwurf 5 2,03 1,90

> ONEWAY ANOVA: df = 1; F = 20,840; p<0,001
*? Noten nachtriglich berechnet; vgl. die Hinweise zum Datensatz ,,Modul 2* in Kap. 1.3.1.
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Lésungsquoten der einzelnen Aufgaben

2.4 Losungsquoten der einzelnen Aufgaben in der ZP-10

Die empirische Schwierigkeit einer Aufgabe kann man nach unterschiedlichen Modellen
angeben. Es ist eine Frage der Funktion der Analyse, welches Modell man heranziehen will.
In diesem Bericht geht es vorrangig um mathematikdidaktische Analysen. Daher ist die
Aufgabenebene mafdgeblich fiir viele Betrachtungen. Aus den Daten von Modul 2 liegen
uns die Bewertungen durch die Lehrerinnen und Lehrer vor. Diese sind gehalten, sich nach
Kriterien zu richten, die vom Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nord-
rhein-Westfalen vorgegeben sind (sieche Dokumentation im Anhang). Die Kriterien ihrer-
seits referieren auf die Kernlehrplane des Landes und setzen die Intentionen um, die mit
dem Mathematikunterricht in der Sekundarstufe I verbunden sein sollen. Es ist daher sinn-
voll, die realen Losungsquoten moglichst direkt am Urteil der Lehrerinnen und Lehrer aus-
zurichten.

Eine Aufgabe wird in den folgenden Tabellen daher als vollstandig richtig gelost ange-
sehen, wenn die korrigierenden Lehrerinnen und Lehrer die maximal mogliche Punktezahl
vergeben. Dieses Vorgehen reflektiert die Schwierigkeit einer Aufgabe am besten, denn
etwaige Teilpunkte, beispielsweise fiir die Entnahme von Information aus dem Aufgaben-
text, haben dann keinen Einfluss. Zudem bedeuten in den Augen der Lehrerinnen und Leh-
rer Bepunktungen unter der maximalen Punktzahl immer, dass gewisse Mangel erkannt
werden. Biichter & Pallack (2009) gehen in ihrer ministeriums-internen Diskussion der ZP-
10 von 2007 weniger scharf vor. Bei Aufgaben mit 1 — 3 Punkten wahlen auch sie die maxi-
male Punktzahl als ,gelost“-Kriterium. Bei Aufgaben mit 4, 5 oder 6 mdglichen Punkten,
geben sie sich auch mit einem Punkt unter der Maximalzahl zufrieden.

In den drei Priifungsvarianten ergeben sich daraus diese Losungsquoten (,Aufgaben-
schwierigkeiten®):
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

Tabelle 2 — 26. Aufgabenschwierigkeit (= prozentualer Anteil der Schiilerinnen und Schiler, die
die Maximalpunktzahl bei der Korrektur erreicht haben) in der HSA-Prifung:

Aufgabe Kurzbezeichnung max. Punkt- | Hauptschule Typ A Sesamischule
HSA-1a Auto fahrt 15 km in 10 min 2 86,7 82,5
HSA-1b Kisten auf LKW 3 68,7 72,7
HSA-1c Umfang Quadrat 2 93,8 83,1
HSA-1d Flache Figur 6 43,1 354
HSA-1e Volumen Quader 3 92,8 87,0
HSA-1f1 Klassenarbeit, Note 2 2 96,9 96,1
HSA-1f2 Klassenarbeit, Teilnahme 3 89,7 85,3
HSA-2a Beitragssatz 1980 1 95,9 96,9
HSA-2b Beitragssatz verdoppelt 2 72,8 79,2
HSA-2c Beitragssatz Dachdecker 4 44,1 34,4
HSA-2d1 Zusatzversicherung graphisch 1 72,2 77,6
HSA-2d2 Zusatzversicherung numerisch 2 20,0 22,0
HSA-3a Seitenlange Pappe 2 83,6 80,7
HSA-3b Flacheninhalt Stern 3 62,6 50,3
HSA-3c1 Zeichne weil3es Quadrat 3 55,4 49,5
HSA-3c2 Prozent der Quadratflache 2 49,2 44,2
HSA-3d Hohe Pyramide 4 215 18,3
HSA-3e Volumen Pyramide 3 64,1 68,0
HSA-4a Schaubild Eintrittspreise 1 63,1 64,8
HSA-4b1 Lohnt sich Tageskarte 2 67,2 70,1
HSA-4b2 Mit Tageskarte bleiben 2 26,7 15,1
HSA-4c1 Einnahmen 3 63,1 62,3
HSA-4c2 Zahl der Badegaste 2 77,9 67,4
HSA-4c3 Erwartete Besucher 3 59,0 48,3
HSA-4d1 Bahnen zu schwimmen 2 87,2 80,2
HSA-4d2 Zeit fur 1 km 2 74,9 58,2
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Lésungsquoten der einzelnen Aufgaben

Tabelle 2 — 27. Aufgabenschwierigkeit (= prozentualer Anteil der Schiilerinnen und Schiler, die

die Maximalpunktzahl bei der Korrektur erreicht haben) in der MSA- und der MSA-

Gy-Prufung:

max. Hauptschule Realschule Gesamtschule Gymnasium
Aufgabe Kurzbezeichung Punkt- Typ B . Erweiterungs- ym
. in % . in %
zahl in % kurs in %
MSA-la
MSA-Gy-1a Modellauto 2 29,2 43,1 46,2 57,3
MSA-1b
MSA-Gy-1b Quadernetz 3 32,1 21,2 3,7 34,7
MSA-1c .
MSA-Gy-1¢ Werkstick 3 50,8 52,7 55,2 71,8
MSA-1d .
MSA-Gy-1d Schrittmalregel 2 43,2 64,3 57,2 79,0
MSA-lel Blitz und Donner - Entfer-
MSA-Gy-1lel nung? 2 84,6 88,6 85,4 93,1
MSA-1e2 . .
MSA-Gy-1e2 Blitz und Donner - Héren 2 84,6 88,6 85,4 93,1
MSA-1f1 . . 24
MSA-Gy-1f1 ,4“ bei 200 Wirfen 2 45,4 58,0 55,9 76,5
MSA-1f2 Schéatzwert Wahrschein-
MSA-Gy-1f2 lichkeit 2 318 46.1 47,0 L7
MSA-2a Bewasserte Kreisflache 3 82,2 88,1 868 0 -
MSA-2b Geschwindigkeit Wasser-
MSA-Gy-2a arm 4 30,9 49,0 47,4 76,1
MSA-2c nicht bewasserte Flache,
MSA-Gy-2b Rechteck 3 511 53,0 431 2,0
MSA-2d Gesamtlange Wasserlei-
MSA-Gy-2¢ tungen 5 19,7 25,1 32,9 50,5
MSA-Gy-2d1 nicht bewasserte Flache, s | e 712
Parallelogramm
MSA-Gy-2d2 Hohe Parallelogramm 4 | e e e 9,5
MSA-3a Fehlerwahrschelnllchkelt 1 77.0 853 869 e
numerisch

MSA-3b Situation bei Trefferquote 1 52,0 63,5 676 0 -
MSA-3c Fehlerwahrscheinlichkeit
MSA-Gy-3a inhaltlich 4 29,5 48.9 45,0 68,8
MSA-3d1 Wahrscheinlichkeiten
MSA-Gy-3b1 eintragen 2 418 61,5 72,5 73,7
MSA-3d2
MSA-Gy-3b2 2 Treffer 3 24,2 49,5 59,9 73,2
MSA-3d3
MSA-Gy-3b3 nur 1 Treffer 3 10,0 30,7 35,3 52,1
MSA-Gy-3c Korbwurf 5 | - e e 57
MSA-4a Hohe Stahlseil 1 77,9 87,8 871 -
MSA-4b Abstand Briickenpfeiler 1 1 89,8 96,6 951 0 -
MSA-4c Koordinaten Pfeilerspitze 1 92,6 96,2 975 -
MSA-4d1
MSA-Gy-4al welche Parabel 1 87,4 94,9 91,3 97,7
MSA-4d2 Erklare Funktionsglei-
MSA-Gy-4a2 chung 2 52,0 64,8 57,9 771
MSA-4e Berechne Strecke P,P; 4 62,5 70,8 69,7 -
MSA-4f . .
MSA-Gy-4b Abstand Brickenpfeiler 2 4 15,0 18,5 26,1 47,8
MSA-4g ) )
MSA-Gy-4c Bestimme Spannweite 4 4,3 16,8 12,6 37,9

» Vgl. zur Identitit der Zeilen MSA-1lel und MSA-1e2 die Hinweise in Kap. 1.3.1.

24 Vgl. die Hinweise zum Datensatz ,,Modul 2* in Kap. 1.3.1.: Nur maximal 2 Punkte in den Da-
tensatz aufgenommen, jedoch 3 Punkte in den Auswertungsanleitungen.
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2 Aufgabenbewertungen in den Schulformen

Auch die auf der Ebene der einzelnen Aufgaben gezeigten Losungshdufigkeiten unter-
streichen, wie sehr sich die Schiilerinnen und Schiiler aus der Hauptschule Typ B von den
Schiilerinnen und Schiilern aus den anderen Schulformen unterscheiden. In krassen Fallen
variieren die Losungsquoten zwischen Hauptschule Typ B und Gymnasium von 4% bis
40%, von 10% bis 50% oder von 30% bis 75%. Auch auf dieser Ebene kann man daher den
bereits oben nach mehreren Gesichtspunkten diskutierten Schluss ziehen, dass eine ge-
meinsame ZP-10 im MSA-Bereich, die auch die Hauptschule Typ B einschlief3t, firr diese
nur zur Benachteiligung fiithren kann.

2.5 Profile der ZP-10 hinsichtlich der prozessbezogenen Kompe-
tenzen

In den Kapiteln 3.2.4 und 4.1 werden die in der ZP-10 gestellten Aufgaben in die Kompe-
tenzmatrix der Vorgaben des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des Landes
Nordrhein-Westfalen eingeordnet. Fiir die Aufgaben des 2. Priifungsteiles sind damit die in
ihnen realisierten prozessbezogenen Kompetenzen nach den Kernlehrplinen von
Nordrhein-Westfalen bestimmt. In deskriptiver Absicht berichten wir in diesem Abschnitt
abschliefSend tiber die Losungsquoten bei den Aufgabengruppen zu den drei*® Kompeten-
zen

— Argumentieren/Kommunizieren,
—  Problemlésen und
—  Modellieren.

Die Darstellung bezieht sich nur auf die Aufgaben aus dem zweiten Priifungsteil, da der
erste Priifungsteil schwerpunktmaflig den sog. Basiskompetenzen gewidmet ist und daher
manche (nicht alle) dieser Aufgaben intentional schwer nach prozessbezogenen Kompe-
tenzen einzuordnen sind. Aufgaben, die den Vorgaben zum 1. Priifungsteil folgen, sind
nicht berticksichtigt (vgl. Abbildungen 3-16, 3-18, 3-20 und Tab. 4-1, 4-3, 4-5). Die zu den
prozessbezogenen Kompetenzen gehorenden Aufgaben sind demnach:

— Argumentieren/Kommunizieren:

in HSA: 2b, 4a (2 Aufgaben, max. 3 Punkte)

in MSA: 4d1, 4d2, 4f, 4g (4 Aufgaben, max. 1 Punkte)

in MSA-Gy: 3¢, 4a1, 4a2, 4b, 4¢ (5 Aufgaben, max. 16 Punkte)
—  Problemlé6sen:

in HSA: 3a, 3d (2 Aufgaben, max. 6 Punkte)

in MSA: 2¢, 2d, 4e (3 Aufgaben, max. 12 Punkte)

in MSA-Gy:  2b, 2c, 2d, 2d2 (4 Aufgaben, max. 15 Punkte)
—  Modellieren:

in HSA: 2¢, 2d1, 2d2, 3c2, 4b1, 4b2, 41, 4¢3, 4d2

(9 Aufgaben, max. 21 Punkte)
in MSA: 2b, 3ds, 3d2, 3d3 (4 Aufgaben, max. 12 Punkte)
in MSA-Gy:  2a, 3by, 3b2, 3b3 (4 Aufgaben, max. 12 Punkte)

 Der vierten prozessbezogenen Kompetenz ,, Werkzeuge* wurden keine Aufgaben zugeordnet, da
diese Kompetenz sich durch alle anderen hindurch zieht. Nur in der HSA-Priifung kommt sie ein-
mal vor: Zeichengerét benutzen.
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Das Vorgehen zur Darstellung der Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler ist dhnlich
yscharf” wie das in 2.4 verwendete Modell fiir die vollstindige Losung einer Aufgabe. Wir
legen zugrunde, dass eine prozessbezogene Kompetenz dann in einer Aufgabe von den
Schiilerinnen und Schiilern gezeigt wird, wenn die Lehrerinnen und Lehrer in dieser Auf-
gabe die maximale Punktzahl vergeben. Jeder Schiilerin, jedem Schiiler wird dann zu einer
prozessbezogenen Kompetenz als ,Score“ die Summe der in den zugehorigen Aufgaben
erzielten Punkte zugeordnet. Die Mittelwerte in den Schulformen iiber diese Scores bilden
das Kompetenzprofil der jeweiligen zentralen Priifung. Der durchschnittliche Summensco-
re wird schlief3lich als Prozentanteil an den maximal in der jeweiligen prozessbezogenen
Kompetenz erzielbaren Punkten angegeben.

Diese Bewertung der Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler in einer prozessbezoge-
nen Kompetenz hangt natiirlich von der Aufgabenkonstruktion ab; sie sagt etwas iiber die
Zusammenstellung der jeweiligen ZP-10 aus und nur im Falle der HSA- und MSA-Priifung
konnen vergleichende Riickschliisse auf erreichte Kompetenzen bei den Schiilerinnen und
Schiilern gezogen werden.

Tabelle 2 — 28. Durchschnittswerte vollsténdig richtig geloster Aufgaben zu den prozessbezogene
Kompetenzen, angegeben in Prozent vom jeweils maximal erzielbaren Punktwert
in der jeweiligen prozessbezogenen Kompetenz:

Argumentieren/ Kommunizieren

Anzahl der Schiilerin- Mittelwert (in % der max. Standard- Standard-
nen und Schuler erreichbaren Punktzahl) abweichung fehler
Hauptschule / Typ A 195 69,6 32,6 2,3
Gesamtschule / Grundkurs 509 74,4 32,0 1,3
gesamte HSA-Priifung 704 73,1 32,2 1.2
Hauptschule / Typ B 421 24,4 21,4 1,0
Realschule 788 33,3 25,2 0,9
Gesamtschule / Erw.-Kurs 589 32,9 26,9 1,1
gesamte MSA-Priifung 1798 31,1 25,2 0,6
Gymnasium, MSA-Gy-Priifung 986 39,0 24,0 0,8
Problemlésen
Anzahl der Schilerin- Mittelwert (in % der max. Standard- Standard-
nen und Schiler erreichbaren Punktzahl) abweichung fehler
Hauptschule / Typ A 195 42,2 31,9 2,3
Gesamtschule / Grundkurs 509 39,1 30,8 14
gesamte HSA-Priifung 704 40,0 31,2 1,2
Hauptschule / Typ B 421 41,8 31,6 15
Realschule 788 47,3 31,2 11
Gesamtschule / Erw.-Kurs 589 47,7 32,3 1,3
gesamte MSA-Priifung 1798 46,1 31,7 0,8
Gymnasium, MSA-Gy-Priifung 986 48,0 25,9 0,8
Modellieren
Anzahl der Schilerin- Mittelwert (in % der max. Standard- Standard-
nen und Schiler erreichbaren Punktzahl) abweichung fehler
Hauptschule / Typ A 195 51,9 24,2 1,7
Gesamtschule / Grundkurs 509 46,0 23,9 1,1
gesamte HSA-Priifung 704 47,7 24,1 0,9
Hauptschule / Typ B 421 25,8 28,2 1,4
Realschule 788 46,6 34,2 1,2
Gesamtschule / Erw.-Kurs 589 51,7 34,0 1,4
gesamte MSA-Prifung 1798 43,4 34,3 0,8
Gymnasium, MSA-Gy-Priifung 986 69,2 31,0 1,0

Der Vergleich der beiden Schulformen in der HSA-Priifungsvariante fallt nur beim Mo-
dellieren signifikant unterschiedlich aus (zugunsten von Hauptschule Typ A). Probleml6-
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sen ist statistisch nicht unterscheidbar; hier (mit max. 6 Punkten) und beim Argumentie-
ren/Kommunizieren (mit max. 3 Punkten) darf man aber die Ergebnisse aufgrund der ge-
ringen zu erreichenden Punktzahlen nicht iiberbewerten.

Tabelle 2 — 29. Unterschiede zwischen Hauptschule Typ A und Gesamtschule/Grundkurs auf den
prozessbezogene Kompetenzen:(Basis: Prozent der erreichten Punktzahlen):
Mittelwert Mittelwert Gesamt- Signifikanz
Hauptschule Typ A schule /Grundkurs
Argumentieren/Kommunizieren 69,6 74,4 df=1; F=3,175; p=0,075
Problemlésen 42,2 39,1 df=1; F=1,420; p = 0,234
Modellieren 51,9 46,0 df=1; F=8,619; p=0,003

Bei Mehrfachvergleichen iiber die Schulformen in der MSA-Priifungsvariante sollte man
erwarten, dass sich auch bei den Leistungen in den prozessbezogenen Kompetenzen das
schon bekannte Muster - Hauptschule Typ B gegentiber Realschule & Gesamtschule/Er-
weiterungskurs - einstellen wird. Das bestatigt ein Vergleich (Bonferroni) tatsachlich deut-
lich fir die beiden prozessbezogenen Kompetenzen Argumentieren/Kommunizieren und
Problemlosen. Bei der Kompetenz Modellieren treten aber bemerkenswerterweise signifi-
kante Unterschiede zwischen allen drei Schulformen auf, wobei sich die Gesamtschule/Er-
weiterungskurs von der Realschule zu einem hoheren Mittelwert absetzt.

Tabelle 2 — 30. Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule Typ B, Gesamtschule/
Erweiterungskurs und Realschule bei der prozesshezogenen Kompetenz ,Model-

lieren” (in %), Bezug: Tab. 2-28:

@ (b) M'“"ig‘; _D'(fg;”enz Standardfehler Signifikanz
Realschule -20,8 2,0 ,000
Hauptschule - Typ B o e ischule - EK -25,9 2,1 ,000
Hauptschule - Typ B 20,8 2,0 ,000
Realschule Gesamtschule - EK -5,0 1,8 ,014
Gesamtschule - Hauptschule - Typ B 25,9 2,1 ,000
Erweiterungskurs Realschule 5,0 1,8 ,014
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3 Aufgabenstellung — Merkmalsanalysen der in den zentralen
Priifungen ZP-10 gestellten Aufgaben

3.1 Zur Rolle von Aufgabe in der Mathematik — Aufgaben-Modelle

Leistungsiiberpriifungen bedienen sich (nahezu) immer ,Aufgaben®. Dies gilt fiir alle
Facher und fiir fast alle Arten von Priifungen. Insbesondere zentrale Priifungen sind tradi-
tionellerweise immer eine Kollektion bewusst zusammengestellter Aufgaben, die bestimm-
te Stoffbereiche oder bestimmte Kompetenzen erfassen sollen. Speziell im Fach Mathema-
tik spielen Aufgaben aber noch eine weitaus gewichtigere Rolle. Seit jeher gruppieren sich
nicht nur Leistungstiberpriifungen sondern oft der gesamte Mathematikunterricht um
Aufgaben als zentrale Gestaltungselemente. Durch die Beschaftigung mit Aufgaben konnen
Lernprozesse bei Schiilerinnen und Schiilern initiiert werden. Umgekehrt sind Aufgaben
fir Lehrerinnen und Lehrer, so Bromme, Seeger & Steinbring (1990, S. 3), ,ein unabdingba-
res Fundament der Eigenstandigkeit der Lehrertatigkeit“. Kurz, im Unterricht sind die Auf-
gaben die ,’Schnittstelle’ der Tatigkeiten von Lehrern und Schiilern (Bromme, Seeger &
Steinbring 1990, S. 3).

Dementsprechend sind Aufgaben seit jeher Gegenstand mathematikdidaktischen Den-
kens. Dies ist einerseits mit der Gefahr von Verkiirzungen und Einseitigkeiten verbunden.
So arbeitete schon Lenné (1969) heraus, dass der Mathematikunterricht allzu oft auf Auf-
gabenklassen mit jeweils typischen Losungsverfahren (,Aufgabendidaktik®) fokussiert und
so strukturelles Denken eher verhindert. Auch die allgemein-fachlichen Orientierungen,
die der Mathematikunterricht als zentrale Verpflichtung zu erfiillen hat, insbesondere in-
sofern er Grundlagen fiir Uberginge in andere Bildungsphasen legen muss, sollte man
nicht allein durch Aufgaben beschreiben (M. Neubrand, 2009), und man kann sie auch
nicht allein durch eine auf die Bearbeitung von Aufgaben bezogene Didaktik erreichen. Das
Umgehen mit Aufgaben im Mathematikunterricht kann aber auch im produktiven Sinne
verstanden werden. Aufgaben sind - vorausgesetzt, die soeben genannten Beschrankungen
werden bewusst mit bedacht - konstruktive Mittel, mathematikdidaktische Weiterentwick-
lungen in die Lehrerschaft hinein zu kommunizieren und umzusetzen. Dies geschieht der-
zeit in extensivem Ausmaf$ bei der Realisierung der Bildungsstandards als aktueller Grund-
lage des schulischen Mathematikunterrichts (Blum & al., 2006).

In besonderer Weise werden mit Aufgaben die mathematischen Inhalte eines Curricu-
lums dann transportiert, wenn es um Priifungsangelegenheiten geht. Sowohl fiir die Kon-
struktion solcher Aufgaben(-Sets) als auch fiir die nachtragliche Analyse der in einer Prii-
fung verlangten Kenntnisse und Kompetenzen ist es aber unabdingbar, Vorstellungen tiber
»2Aufgaben selbst”, gewissermafien eine Ordnung der Merkmale, ein ,Modell von Aufgabe“
zu entwickeln. Dafiir gibt es konkurrierende Ansitze. Fiir die vorliegenden Analysen der
zentralen Priifungen in Nordrhein-Westfalen kommen vor allem zwei ,Modelle von Aufga-
ben“ in Frage, weil sich damit die Grundideen bei der Aufgaben-Konstruktion durch das
Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen am ehesten
verorten lassen.

3.1.1 Das Aufgaben-Modell von PISA-2000 (deutsche PISA-Option)

Im ersten PISA-Zyklus im Jahr 2000 wurde neben der internationalen Studie auch eine
ausfiihrliche deutsche Option realisiert, ,um in Deutschland vorherrschende Schwerpunkte
des Mathematikunterrichts differenzierter und umfassender abzubilden“ (M. Neubrand,
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2004, S.15). Die Grundlagen dafiir sind seinerzeit ausformuliert worden (M. Neubrand u.a.,
2001). Fir die im Anschluss an PISA-2000 folgenden Analysen (Neubrand, 2004) wurden
die verwendeten Aufgaben-Parameter in einem ,,Aufgabenmodell“ zusammengefasst (Abb.
3-1). Um die grundlegenden Eigenschaften einer Aufgabe (Wissen, Kontext, Modellierung,
Aufwand; vgl. J. Neubrand, 2002) gruppiert sich eine Reihe von spezifischen Merkmalen,
die alle — wie in M. Neubrand (2004) von verschiedenen Autoren untersucht - zur Schwie-
rigkeit und zum kognitiven Anspruch der Aufgabe beitragen.

Abbildung 3 - 1. Aufgabenmodell von PISA-2000-Deutschland (M. Neubrand, 2004, S. 37):
Zentrale Eigenschaften und vielfaltige spezifische Aufgaben-Merkmale.

/_—\

Existenz multipler Anzahl der bei der
Lisungswege Losung bendtigten
Zwischenergebnisse

N\

Umkehraufgabe Curriculare
oder direkte Herkunft
Aufgabe
In der Aufgabe ange- Notwendigkeit eines
spochenes Wissen: Mathematisierungs-,
prozedural oder Ubersetzungs- oder Prisentations-
konzeptuell Problemliseprozesses formate
(Hiebert, 1986)

Im Ansatz einschrittig/ Kontext: auler- oder
im Ansatz mehrschrittig | innermathematischer

(repetitiv, integrativ) Kontext/kontextfreie
Aufgabe
Sprachliche und/oder Spezifische mathematische
logische Komplexitdt Tétigkeiten wie beweisen,
der Aufgabe (Cohors- begriinden, argumentieren,
Fresenborg, 1996) modellieren, interpretieren usw.

Anzahl und Qualitit der
zur Bearbeitung der Auf-
gabe erforderlichen
Grundvorstellungen
(vom Hofe, 1995)

3.1.2 Das zyklische Modell des mathematischen Modellierens

Vielfach Eingang in die neuere mathematikdidaktische Literatur hat ein anderes ,Mo-
dell von Aufgabe“ gefunden. Den Vorgang des Bearbeitens einer Aufgabe kann man - mo-
dellhaft und nicht im Sinne von empirischen, auf Individuen bezogenen Beschreibungs-
mustern - als eine Art ,Modellierungsprozess“ ansehen. In einem sehr allgemeinen Sinne
erfordert eine Aufgabe die Ubertragung einer Situation in eine der mathematischen Verar-
beitung zugdngliche Form, das ,mathematische Modell“; dessen Konsequenzen wiederum
sind zu Information auf der Situationsebene zu transformieren (Abb.4). Es sind zahlreiche
Varianten der Beschreibung dieses in seiner Struktur zyklischen Prozesses bekannt. Abb. 3-
2 hdlt sich an die bei PISA-2000 verwendete Terminologie (in wesentlichen Teilen zuriick-
gehend auf Schupp, 1988).
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Modell | ﬂ;z;w”\\ I Konsequenzen
@ o
interpretieren
mathematisieren
Mathematik
Welt
o O
Situation | \W!imn/ | Information
Problem Lisung
Abbildung 3 - 2. Der ,Modellierungskreislauf* als Aufgaben-Modell

(nach M. Neubrand, 2004, S. 36).

Mit dem Zyklus des Modellierens kann auch der komplexe - und fiir einen anspruchs-
vollen Mathematikunterricht besonders bedeutsame - Zusammenhang aufdermathema-
tisch-modellierender Anforderungen und der Fdhigkeit, innermathematische Probleme
anzugehen, beschrieben werden. Eine ,Situation®, von der in einer Aufgabe ausgegangen
wird, kann namlich bei dieser allgemeinen Sichtweise sowohl eine aufdermathematische
wie eine innermathematische Fragestellung sein. Es kann daher - abgesehen von den
ytechnischen Aufgaben® (siehe unten) - dreierlei vorkommen, (1) dass eine Aufgabe ganz
als auflermathematische Modellierungsaufgabe anzusehen ist, (2) dass sie als eine inner-
mathematisch-problemhaltige Aufgabe, in einem verallgemeinerten Sprachgebrauch somit
als eine innermathematische Modellierungsaufgabe (Neubrand, 2003), erscheint oder (3)
dass diese beiden Arten mathematischer Anforderungen in einer Aufgabe miteinander ver-
schrankt vorkommen.

Unabhadngig vom Kontext gibt es sowohl bei aufdermathematischen Modellierungsauf-
gaben wie bei innermathematischen problemhaltigen Aufgaben kognitive Prozesse, die als
Ubersetzen / Ubertragen, Verarbeiten bzw. Interpretieren / Validieren angesprochen wer-
den konnen, natiirlich je unterschiedlicher Art im Konkreten. Die mdgliche Verbindung
auflermathematischer und innermathematischer Kontexte besteht darin, dass die aus einer
aufdermathematischen Situation kommende Mathematisierung nicht ein nach festen Re-
geln abzuarbeitendes mathematisches Modell erzeugt, sondern dass dieses Modell zuerst
innermathematisch weiter zu kldren ist, d.h. eine innermathematische Fragestellung
(abermals eine ,Situation®) entsteht. Diese ist ihrerseits durch weitere innermathematische
Schritte anzugehen und zu strukturieren. In die Aufgaben-Klassifikation fiir das COACTIV-
Projekts (Jordan & al., 2006) wurde diese Sichtweise explizit einbezogen.

Bei anspruchsvollen wissenschaftlichen Modellierungen ist die Verschrankung auf3er-
und innermathematischer Modellierungs- und Problemléseprozesse sogar der Normalfall.
Im schulischen Kontext treten solche Falle weitaus bescheidener auf. Ein typisches Beispiel
dafiir aus dem Bestand der hier untersuchten Aufgaben ist etwa die Aufgabe 2 im 2. Prii-
fungsteil der HSA-Priifung (,Maren bastelt Sterne aus Pappe.), die unten bei der Erldute-
rung der Kontexte detaillierter besprochen wird.
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Aufgaben mit ,explizit“ vorgegebenem Ausgangspunkt fiir die mathematische Bearbei-
tung, bei denen also die Mathematisierung (im Sinne von Abb. 3-2) fehlt, und die auch kei-
ne Interpretation in Hinblick auf eine Situation erfordern, kann man als ,technische“ Auf-
gaben bezeichnen. Sie kommen , 0ohne Kontext“ aus.

Das fiir diesen Bericht konstruierte Klassifikationssystem zur Beurteilung der gestellten
Aufgaben (und spater in Kap. 8 auch die Beurteilung der bearbeiteten Aufgaben) orientiert
sich wesentlich, aber nicht ausschlieflich, am Modellierungskreislauf. Insbesondere halt
sich die Darstellung der einzelnen Aufgabenmerkmale in den folgenden Abschnitten dran,
denn mit diesem ,Modell von Aufgabe“ konnen die einzelnen Aufgaben-Merkmale iiber-
sichtlich geordnet und strukturiert werden, indem man sie als Anforderungen zu einzelnen
Phasen des Modellierungskreislaufs begreift. Der Modellierungskreislauf ist aber vor allem
deshalb fiir die Analyse der ZP-10 in Nordrhein-Westfalen angemessen,

— weil die tiberwiegende Zahl der Aufgaben der ZP-10 eine mehr oder weniger deutliche
Realitatsorientierung aufweist und gerade fiir solche Aufgaben der Modellierungskreis-
lauf ein adaquates und tiblicherweise benutztes Modell darstellt,

—  weil mathematikdidaktische Analysen, deren konkrete Aufgabenmerkmalen sich an
einem inzwischen geldufigen Schema ausrichten, in die Lehrerschaft hinein am leich-
testen kommunizierbar sind.

Die ersten Abschnitte der folgenden Analysen beginnen gemdfd dem Modellierungs-
kreislauf mit den Dimensionen Situation-Kontext bzw. Modell-Inhalt. Zur Verarbeitung
des Modells gehoren sodann Betrachtungen tiber die Aufgabenstellung insgesamt und das
Umgehen mit den Ergebnissen. Zu diesen Analysen gehort auch eine Gesamteinschdtzung
der in den zentralen Priiffungen in Nordrhein-Westfalen gestellten Aufgaben entlang der
vom Ministerium selbst vorgegebenen curricularen Rahmenbedingungen. Den Beschrei-
bungen der einzelnen Variablen folgen in Kap. 4 Ubersichten, die das mathematikdidakti-
sche Gesamtprofil, insbesondere mit Bezug zu den prozessbezogenen Kompetenzen, der
ZP-10 an der Hauptschule, an Realschule und Gymnasium aufzeigen konnen.

3.2 Aufgabenmerkmale entlang des Modellierungskreislaufs

3.2.1 Situation — Kontext

Das zentrale Moment, das Kontexte fiir die Aufgabenstellung und ebenso fiir Aufgaben-
l6sungsprozesse bedeuten, wurde schon mit den Abb. 3-1 und 3-2 sichtbar. Aufgabenstel-
lungen gehen, abgesehen von den rein technischen Aufgaben, von Situationen aus, und der
Losungsprozess startet i.a. innerhalb eines Kontexts. Der Kontext gibt den Rahmen und oft
auch Hinweise, wie das Mathematisieren der Situation erfolgen kann. Das beeinflusst die
Losbarkeit der Aufgabe in beide Richtungen: Der Kontext kann positive Hinweise zu mog-
lichen Ansatzen liefern, umgekehrt aber die Aufgabenlosung auch erschweren gegentiber
einem schon vorgegebenen mathematischen Ansatz.

Die Kontexte und Situationen, die in den zentralen Priiffungen ZP-10 vorkommen, wer-
den im Folgenden gewissermafien aufsteigend von den sehr speziellen Vorgaben des Minis-
terium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen fiir diese Priifungen
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bis zur allgemeinen Funktion von Kontexten aufgeschliisselt. Zur Illustration der Zuord-
nungen von Kontexten zu Aufgaben werden Aufgabenbeispiele eingefiigt.

1 NRW-Vorgaben von Situationen und Kontexten

Wie in Kap. 1.2.2 bereits beschrieben, hat das Ministerium den Schulen , Vorgaben® zu-
gestellt, die die Vorbereitung auf die ZP-10 ermoglichen sollen. Im Wesentlichen handelt es
sich dabei um inhaltlich-curriculare Vorgaben, entnommen den Kernlehrplanen des Lan-
des; die inhaltliche Zuordnung der Aufgaben wird unter 3.2.4 ndher betrachtet. Die Vorga-
ben des Ministeriums sind allerdings manchmal so detailliert, dass sie sogar einzelne Situa-
tionen angeben, aus denen die Aufgaben genommen werden konnen. Beispielsweise wer-
den unter der inhaltlichen Vorgabe , Erstellung, Nutzung und Interpretation von Modellen®
detailliert ganz spezifische Situationen genannt: ,Tarife; Weg-Zeit-Zusammenhdnge;
Wachstumsprozesse (linear oder exponentiell); Prozent-, Zins- und Zinseszinsrechnung (z.
B. Preisreduktion, Spar- und Kreditmodelle)“. Die folgende Tabelle enthalt alle vom Minis-
terium vorgegebenen Situationen.

Solche Zuspitzungen der Vorgaben bis zu speziellen Situationen sind vom mathematik-
didaktischen Standpunkt aus nicht unproblematisch. Die Mathematik als Schulfach zieht ja
ihre Bedeutung gerade aus der Universalitat ihrer Konzepte (BLK, 1997), und mit einer all-
zu speziellen Kontext-Fokussierung nimmt man den Schiilerinnen und Schiilern einen Teil
der Ubertragungs- bzw. Mathematisierungsleistung ab, nimlich die Einbettung méglichst
unterschiedlicher spezieller Situationen in eine allgemeine und tibergreifende mathemati-
sche Struktur. Letztlich ist es freilich eine Frage der Balance, inwieweit durch Situations-
vorgaben lediglich ein Rahmen oder bereits konkrete Aufgabenvorschldge angedeutet wer-
den.

Inwieweit werden diese (die genannten und weitere) vorgegebenen Situationen von den
gestellten Aufgaben eingehalten? Inwieweit gehen die in der Priifung realisierten Aufga-
ben-Kontexte dariiber hinaus? Die folgenden Tabellen zeigen dies fiir die drei Priifungsva-
rianten HSA, MSA und MSA-Gy. In allen drei Varianten sind identische Vorgaben an Situa-
tionen gemacht. Die Prozentangaben beziehen sich jeweils auf den Aufgabenbestand in der
jeweiligen Priifungsvariante.
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Tabelle 3 - 3. Art der Situation in einer Aufgabe nach den Vorgaben des Ministeriums (nach den
Prufungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gymnasium):
Art der Situation nach Vorgaben des Landes NRW HSA MSA MSA-Gy
) ) ) . . Anzahl 2 0 0
offentliche Zeitungsartikel, Zeitungstexte, Gebrauchsanweisungen
% 7,7 %
. ) ) Anzahl 3 0 0
lineare Tarife, Stufentarife
% 11,5%
. ) Anzahl 2 3 3
Weg-Zeitzusammenhange, Temperaturunterschiede
% 7,7% 10,7% 12,5%
) Anzahl 8 0 0
Kosten, Bestimmung von Anzahlen
% 30,8%
) Anzahl 0 9 5
Architektur, Verpackungen
% 32,1% 20,8%
) ) ) Anzahl 0 0 0
Preisreduktion, Spar- und Kreditmodelle, Wachstumsprozesse %
0
keiner dieser Aspekte ist in der Aufgabe angesprochen, Anzahl 7 13 13
andere Situationen sind realisiert % 26,9% 46,4% 54,2%
) ) Anzahl 4 3 3
nicht relevant fiir diese Aufgabe
% 15,4% 10,7% 12,5%
26 28 24
gesamt
100,0% 100,0% 100,0%

Die Analyse zeigt, dass nicht alle in den Vorgaben erwdhnten Situationen ausgenutzt
werden; so fehlen Preisreduktion, Spar- und Kreditmodelle, Wachstumsprozesse. Umge-
kehrt halten sich die Aufgabenstellungen in knapp der Halfte der Falle nicht an die spezifi-
schen Situationen in den Vorgaben. Das erscheint angemessen, wenn man in Betracht
zieht, dass die zentralen Priifungen auch prozessbezogene Kompetenzen wie das Mathe-
matisieren (auch unbekannter Situationen) einzubeziehen haben.

2 Situationen nach PISA

Die internationale OECD/PISA-Rahmenkonzeption klassifiziert die in den Aufgaben
vorkommenden Situationen gewohnlich nach der ,Distanz®, die die Situation zu den die
Aufgabe l6senden Schiilerinnen und Schiilern hat. Detaillierter beschreibt man diese Dis-
tanz durch Situationen, die ausgehend vom personlichen Leben der Schiilerinnen und
Schiiler zu Situationen aus Schule, Arbeit und Freizeit reichen, sich auf den Bereich des
lokalen und schliefdlich des allgemeinen gesellschaftlichen Lebens erstrecken. Wissen-
schaftliche Situationen umfassen auch Beweise und Verallgemeinerungen von numeri-
schen oder raumlichen Mustern. Zusammenfassend wird von personlichen, bildungsbezo-
genen, beruflichen und offentlichen Situationen gesprochen (OECD, 1999, S. 57). Diese
»mehr oder weniger kontinuierliche Skala“ (OECD, 1999, S. 57) zu betrachten, zielt darauf,
im Aufgabenbestand eine gewisse Ausgewogenheit an Authentizitdt zu erreichen.
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Tabelle 3 - 4. Art der Situation in einer Aufgabe nach PISA (nach den Priifungsvarianten HSA,
MSA und MSA-Gymnasium):
Art der Situation nach PISA HSA MSA MSA-Gy
. - . Anzahl 5 0 1
personlich: Situation aus dem persénlichen Leben
% 19,2% ,0% 4,2%
bildungsbezogen: Situationen aus Schule, Arbeit und Sport (allgemein ~ Anzahl 7 8 7
Freizeit) % 26,9% 28,6% 29,2%
beruflich: Situationen aus der lokalen Gemeinschaft und Gesellschaft, ~ Anzahl 3 3 3
wie sie Schilern im taglichen Leben begegnen % 11,5% 10,7% 12,5%
offentlich: Situationen aus der Gesellschaft, wie sie Schiilern nicht im Anzahl 3 12 8
taglichen Leben begegnen % 11,5% 42,9% 33,3%
. N . Anzahl 8 5 5
Aufgaben, die den PISA-Situationen nicht entsprechen
% 30,8% 17,9% 20,8%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Es fallt auf, dass Schiilerinnen und Schiiler aus dem HSA-Bereich eher weniger mit ,6f-
fentlichen® Situationen konfrontiert werden. Das mag daran liegen, dass je ,distanzierter”
(im Sinne von PISA) die Aufgaben werden, desto eher bei den Schiilerinnen und Schiilern
Wissen tiber die Sache selbst mdglicherweise nicht ausreichend vorhanden ist.

Ein Beispiel, das diese Problematik besonders deutlich aufzeigt, ist die Aufgabe 2 im
Priifungsteil 2 der HSA-Priifung (,Beitragssdtze zur Krankenversicherung®). Die Aufgaben-
texte lassen erkennen, dass man bei den Schiilerinnen und Schiilern durchaus Sachkennt-
nisse voraussetzt, wenn man nicht nur unverstandene Rechnungen als Antworten will.
Exemplarisch wird daher anhand dieser Aufgabe das Problem des stillschweigend voraus-
gesetzten Sachwissens in Kap. 5.2 ndher diskutiert.

3 Kontexte generell: auflermathematisch / innermathematisch / kontextfrei

Fir die Einschatzung des Potentials einer Aufgabe fiir das Erfassen mathematischer
Leistung ist es von grofler Bedeutung, die Anwesenheit eines Kontexts zu dokumentieren.
Denn keineswegs wird eine Aufgabe, in der ein Kontext angesprochen ist, schon dann ge-
16st, wenn die dahinterstehenden mathematischen Verfahren und Begriffe als solche vor-
handen sind. Aufgaben unterscheiden sich daher nach der Art und dem Grad der Verbin-
dung der Aufgaben mit umfassenderen Kontexten.

Der Kontext einer Aufgabe kann ein aufSermathematischer Kontext sein (in diesem Sinn
wird das Wort Kontext tiblicherweise benutzt). Jede Art von Realititsbezug kann einen
aufdermathematischen Kontext definieren. Es kann sich aber auch um einen innermathe-
matischen Kontext handeln. Damit bezeichnen wir in einer erweiterten Auffassung, dass in
der Aufgabe mehr oder weniger weitreichende Querverbindungen innerhalb des mathema-
tischen Wissens selbst zu kniipfen sind (J. Neubrand, 2002). Reinen Rechenaufgaben nach
Standardverfahren oder anderen unmittelbaren Verwendungen vorgegebener mathemati-
scher Formeln oder Prozeduren weisen wir keinen Kontext zu. Insgesamt orientieren wir
uns an dieser folgenden Einteilung, die in den nachsten Abschnitten erldautert wird:
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Tabelle 3 -5. Kontexte von Aufgaben (Einteilung):
Kontexte der Aufgaben
aullermathematisch innermathematisch Elme
Kontext
rechneri- scheinbar . .| Anknipfen verschle_de- . _sonsnger
Art der ... | realitatsori- b ne Teil- verschiede- innerma-
- sches realitatsori- - an curricular } :
zugehori- . entierte - gebiete ne Stoff- themati-
Umgehen entierte frihere . ;
gen L2 Aufgaben eines Stoff- gebiete scher Kon-
—— mit GroRen | Aufgaben Inhalte :
Situation gebiets text

Auflermathematische Kontexte

Als aufdermathematische Kontexte fassen wir Realitdtsbeziige aller Art auf. In der Auf-
gabe sind dann in irgendeiner Weise Gegenstande oder Phanomene aus der realen Welt
angesprochen. Die Authentizitat selbst ist dabei vom mathematikdidaktischen Standpunkt
aus nicht das entscheidende Kriterium (Leuders & Leif3, 2006). Man kann auflermathema-
tische Kontexte daher in Aufgaben in verschiedenen Abstufungen beobachten. Die ein-
fachste Art eines auf3ermathematischen Kontexts ist das rechnerische Umgehen mit An-
zahlen (gewisser Gegenstinde) und maf3zahlbehafteten Grofden, die sich per se auf be-
stimmte Realitdten beziehen. Solche ,measurement“-Aufgaben (J. Neubrand, 2002, S.113),
bei denen mit Grof3en und Anzahlen nur gerechnet wird, kommen in den ZP-10 allerdings
nicht vor. Dartiber hinaus sind Arten des aufSermathematischen Kontexts gegeben durch

— nur zu Zwecken der Einkleidung der Aufgabe konstruierte Daten und Zusammenhan-
ge (kurz: scheinbar realitdtsorientierte Aufgaben),

— realitdtsnahe bzw. realistische Daten und Zusammenhdnge sowie authentische Situa-
tionen (kurz: realitatsorientierte Aufgaben)

— oder sonstige Aufgaben mit aufdermathematischem Kontext.

Ein Beispiel fiir einen aufermathematischen Kontext in einer allerdings nur scheinbar
realen Situation ist die Aufgabe ,Maren bastelt Sterne“®® aus der zentralen Priifung fiir den
Hauptschulabschluss. Dort liegt der auflermathematischer Kontext so vor, dass die Schiile-
rinnen und Schiiler sich eine reale Situation (,basteln“) vorstellen miissen. Der aufSerma-
thematische Kontext wird dabei durch den ,Stamm®“ der Aufgabe aufgemacht. Es ist an-
schlieflend fast in der gesamten Aufgabe von der in diesem Aufgabenstamm beschriebenen
,Pappe” die Rede. Auf diesen konkreten Gegenstand beziehen sich die Angaben in der Auf-
gabe und i.a. auch die GrofRen, die in den einzelnen Teilaufgaben berechnet werden sollen.
Hier die erste Teilaufgabe:

26 zur leichteren Orientierung und besseren Referenz versehen wir jede in diesem Bericht als Bei-
spiel diskutierte Aufgabe mit einer selbstgewihlten suggestiven Uberschrift. Die originalen Prii-
fungsaufgaben haben keine derartigen Uberschriften. Sie sind dort nur mit Aufgabennummern
versehen, auf die wir kurz mit HSA-x bzw. MSA-y bzw. MSA-Gy-z, je nach Priifungsvariante
verweisen.
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HSA-3a - ,,Maren bastelt Sterne**

Quadrats zeichnet sie gleich grof3e Dreiecke.

- 'y

6 em

6 em

L

Maren bastelt Sterne aus Pappe. Sie zeichnet dazu ein Quadrat. An die vier Seiten des

a) Berechne die Seitenldnge £ der oben abgebildeten Pappe. Notiere deine Rechnung.

Tabelle 3—6. Vorkommen auf3ermathematischer Kontexte (nach den Prifungsvarianten HSA,
MSA und MSA-Gymnasium):
auRBermathematischer Kontext HSA MSA MSA-Gy
Anzahl 22 25 21
vorhanden
% 84,6% 89,3% 87,5%
. Anzahl 4 3 3
nicht vorhanden
% 15,4% 10,7% 12,5%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

In allen Schulformen tritt somit in der ZP-10 in der iberwiegenden Anzahl der Fille ein
aufdermathematischer Kontextbezug in den Aufgaben auf. Dies entspricht der expliziten
Realitatsorientierung, die sich durch alle Kerncurricula in NRW hindurch zieht. Die fol-
gende Tabelle schliisselt nun die vorkommenden auflermathematischen Kontexte noch
feiner auf nach der Art der in der Aufgabe angesprochenen Situation.

Tabelle 3-7. Vorkommen aufRermathematischer Kontexte (nach den Prufungsvarianten HSA,
MSA und MSA-Gymnasium):
Arten der auBermathematischen Kontexte HSA MSA MSA-Gy
scheinbar realitatsorientierte Aufgaben Anzahl 19 13 13
realitatsorientierte Aufgaben Anzahl 3 12
kein auBermathematischer Kontext vorhanden Anzahl 4 3
gesamt 26 28 24

Dass in einem wirklich strengen Sinn authentische Situationen (d.h. echte Zahlen, keine
Glattungen von Informationen, redundante Datenlage, Notwendigkeit der Datenbeschaf-
fung etc.) in zentralen Abschlusspriifungen nicht vorkommen (kénnen), ist nach unserer
Auffassung nicht notwendig ein Mangel. Hier muss man die spezifische Priifungssituation
fir die Schiilerinnen und Schiiler beriicksichtigen und die Funktion einer solchen Priifung,
die auf ein zeitlich limitiertes Uberpriifen ausgerichtet ist. Die Tabelle zeigt aber, dass in
der HSA-Priifung die scheinbar realen Aufgaben weitaus tiberwiegen. Offenbar sollen so-
wohl die Anforderungen an das Mathematisieren (bei realen Aufgaben ist i.a. die Suche
nach dem mathematischen Modell offener) als auch an das Verarbeiten (bei realen Aufga-
ben trifft man i.a. nicht auf geschonte Zahlenangaben) in dieser Priifung in Grenzen gehal-
ten werden. Nur in den MSA-Aufgaben ist eine anndhernde Gleichverteilung zwischen rea-
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litatsorientierten und nur scheinbar realitatsorientierten Aufgaben erreicht; in der MSA-
Gy-Priifung tiberwiegen sogar die realitatsorientierten Aufgaben.

Innermathematische Kontexte

Wie erwdhnt, sprechen wir von einem innermathematischen Kontext, wenn in einer
Aufgabe Querverbindungen innerhalb des mathematischen Wissens selbst zu kniipfen sind
(J. Neubrand, 2002). Man kann dabei differenzieren, wie weit diese Verkniipfungen inner-
halb der Mathematik zu ziehen sind. Das kann eher ,lokal“ geschehen, wenn unterschiedli-
che Thematiken aus dem gleichen mathematischen Gebiet gemeinsam angesprochen wer-
den. Es sind dann Kenntnisse aus verschiedenen Teilgebieten ein und desselben Stoffgebie-
tes abzurufen. Sozusagen von ,globaler” Reichweite ist der innermathematische Kontext,
wenn in der Aufgabe verschiedene groflere Stoffgebiete (Algebra, Geometrie, Funktionen,
Prozentrechnung etc.) vorkommen. Ein innermathematischer Kontext kann auch durch
Ankniipfung an frither Behandeltes gegeben sein, besonders dann, wenn es sich um explizi-
te Rickgriffe auf curriculares Wissen vor dem 9./10. Schuljahr handelt.

Zwei dieser Arten innermathematischer Kontexte zeigen die folgenden Teilaufgaben
(wieder aus der Aufgabe ,Maren bastelt Sterne®).

HSA-3c - ,,Maren bastelt Sterne*
¢) Maren klappt ein Dreieck nach innen.

c1)  Zeichne das weille Quadrat, auf dem ein vollstindig umgeklapptes Dreieck
liegt, in OriginalgrofBe.

c2)  Wie viel Prozent der Quadratfliche werden durch die Dreiecksflédche
bedeckt?

In ¢ 1) wird an frither behandelte Stoffe (geometrisches Zeichnen, Effekte beim Umklap-
pen, Begriff der Senkrechten und des Mittelpunktes) angekniipft, in Teilaufgabe c 2) sind
geometrische Grofden mit Methoden der Prozentrechnung in Verbindung zu bringen, also
zwei verschiedene Stoffgebiete.

Die folgende Tabelle zeigt das Vorkommen innermathematischer Kontexte, aufge-
schliisselt nach der Art der Situation in den Aufgaben.

Tabelle 3—8. Innermathematische Kontexte und Art des Kontextes in einer Aufgabe (nach den
Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gymnasium):
innermathematischer Kontext HSA MSA MSA-Gy
) ) Anzahl 1 1 2
aus verschiedenen Stoffgebieten (,global®)
% 3,8% 3,6% 8,3%
. . . . . Anzahl 1 2 3
aus verschiedenen Teilgebieten eines Stoffgebietes (,lokal”)
% 3,8% 7,1% 12,5%
" " Anzahl 4 2 2
durch Anknipfung an friiher Behandeltes
% 15,4% 7,1% 8,3%
N . Anzahl 0 5 5
sonstiger innermathematischer Kontext
% ,0% 17,8% 20,8%
L. . Anzahl 20 18 12
kein innermathematischer Kontext
% 76,9% 64,3% 50,0%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%
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In einer Aufgabe konnen — wie bereits erwdahnt — auffermathematischer Kontext und in-
nermathematischer Kontext gleichzeitig auftreten (vgl. auch Jordan & al., 2006). Die fol-
gende Tabelle zeigt zunichst die Uberschneidungen. Als Beispiel kann abermals die bereits
oben diskutierte Teilaufgabe der Aufgabe ,Maren bastelt Sterne“ genommen werden:

HSA-3c - ,,Maren bastelt Sterne**
¢) Maren klappt ein Dreieck nach innen.

c1) Zeichne das weile Quadrat, auf dem ein vollstindig umgeklapptes Dreieck
liegt, in Originalgrofe.

Offenbar zeigt der Stamm der Aufgabe weiterhin auf einen aufdermathematischen Kon-
text: Das Dreieck wird als Pappfigur aufgefasst, die man ,klappen® kann. Auch die Worter
yvollstaindig umgeklappt®, ,weifdes Quadrat” im Aufgabentext unterstreichen, dass nach wie
vor auf einen konkreten Gegenstand zugegriffen wird. Zugleich besteht aber - siehe oben -
ein innermathematischer Kontext durch Ankniipfen an fritheres curriculares Wissen.

Tabelle 3-9. Gleichzeitiges Auftreten von auermathematischem und innermathematischem
Kontext (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gymnasium) — nur An-
zahlen:

innermathematischer Kontext
aulRermathematischer Kontext vorhanden nicht vorhanden
vorhanden 5 17
HSA .
nicht vorhanden 1 3
vorhanden 10 15
MSA .
nicht vorhanden 0 3
vorhanden 12 9
MSA-Gy .
nicht vorhanden 0 3

Aus der Tabelle ergibt sich zweierlei:

a) Je 3 Aufgaben” einer jeden Priifungsvariante haben weder einen auflermathemati-
schen noch einen innermathematischen Kontext, sind also kontextfrei. Das tritt bei den
sog. ,technischen Aufgaben auf, bei denen entweder nur ein Ausrechnen einer gegebenen
Formel oder Gleichung stattfindet oder nur das Einsetzen von Werten in eine gelaufige
Formel. Ein Beispiel ist die folgende Aufgabe aus dem Basisteil der HSA-Priifung:

HSA-lC) o 2om

Berechne den Umfang des abgebildeten Quadrates.
Notiere deine Rechnung.

b) Innermathematische Kontexte kommen in den Varianten MSA und MSA-Gy der
ZP-10 nur vor, wenn gleichzeitig ein aufSermathematischer Kontext existiert. Dies zeigt das
Fehlen von innermathematischen Problem- und Vertiefungsaufgaben an, ein Charakteris-
tikum dieser Priifungen.

*7 Es sind die Aufgaben HSA-1c, -1e und -3e sowie MSA/MSA-Gy-1by, -1b2 und -1b3.
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4 Funktion des aufSermathematischen Kontexts

Die soeben gemachte Beobachtung wirft die Frage auf, in welcher Art des Zusammen-
hangs aufler- und innermathematische Kontexte in den Aufgaben stehen. Diese Frage be-
rihrt bildungstheoretische Grundlagen. Zwar leisten aufermathematische Kontexte einen
wesentlichen Beitrag zur mathematischen Grundbildung (,mathematical literacy; vgl.
Neubrand, 2003; BLK, 1997). Die Funktion dieser Kontexte darf sich aber nicht darin er-
schopfen, dass der Kontext selbst das alleinige Erkenntnisziel der Aufgabe ist. Auch die
Bildungsstandards (Blum & al., 2006) sehen hinter dem oft dominierenden Realitatsbezug
die Notwendigkeit, dass reale Kontexte auch zum Aufbau theoretischen mathematischen
Wissens beitragen miissen (Kap. 2.0 in Blum & al., 2006; M. Neubrand, 2009).

Ein auf3ermathematischer Kontext kann u.U. als Einleitung zu weiterer innermathema-
tischer Auseinandersetzung verwendet werden. Er kann dann helfen, schwierige innerma-
thematische Situationen sowohl sprachlich wie auch inhaltlich-begrifflich leichter zugang-
lich zu machen. Im ersten Fall dienen aufdermathematische Begrifflichkeiten dazu, die
Verwendung moglicherweise komplizierter fachlicher Terminologien zu vermeiden und
den gleichen Inhalt zu transportieren. So muss z.B. in der schon diskutierten Aufgabe ,Ma-
ren bastelt Sterne“ nicht umstdndlich von einem gleichschenkligen Dreieck, dessen Basis
eine Seite eines Quadrats ist und dessen Spitze auf der Gegenseite dieses Quadrats liegt,
gesprochen werden. Die (auflermathematische) Prozedur des Umklappens eines Papp-
stiicks teilt eben diese Information mit.

HSA-3c - ,,Maren bastelt Sterne**
¢) Maren klappt ein Dreieck nach innen.

c1)  Zeichne das weille Quadrat, auf dem ein vollstindig umgeklapptes Dreieck
liegt, in OriginalgroBe.

Die zweite Art von Verwendung eines aufdermathematischen Kontexts zeigt sich in der
Aufgabe 1 d) ,Schrittmafiregel des Priifungsteils 1 des Realschul- und gymnasialen Tests.
Der auflermathematische Kontext gibt nun auch Hinweise, mit welcher Begrifflichkeit man
in die Mathematisierung einsteigen kann. Hier ist es die naheliegende Aufforderung, die
Formel mit einem verniinftigen Wert fiir x (etwa: 30 cm) auszuprobieren. Damit erschlief3t
man sich nicht nur konkrete Werte fiir den Treppenbau, sondern vor allem wird nun der
abstrakte funktionale Zusammenhang zwischen x und y verstandlicher. Diese Funktion des
auflermathematischen Kontexts nimmt die Ideen auf, die hinter dem Ansatz der ,realistic
mathematics education“ (Freudenthal, 1983; de Lange, 1987) stehen: Mathematische Begrif-
fe werden dadurch erschlossen, dass man sie als Werkzeuge zum Verstehen von Situatio-
nen einsetzt.

MSA-1d - ,,Schrittmaliregel*

d) Fiir den Bau von Treppen verwendet man haufig
die folgende ,,SchrittmaBregel* (sieche Skizze): ry
"
X+2y=63cm Y.

Gib ein Wertepaar fiir X und Yy an, das die Gleichung
erfiillt und fiir den Bau einer Treppe sinnvoll ist.

F 3
Y

Neben diesen beiden Funktionen des aufdermathematischen Kontexts, die auf das Zu-
sammenspiel von aufder- und innermathematischen Ideen zielen, ist bei der Funktion des
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auflermathematischer Kontexts auch zu beachten, wie eng die aufSermathematischen Kon-
texte auf bestimmte mathematische Gesichtspunkte zugeschnitten sind. Oft haben aufder-
mathematische Kontexte nur die Funktion, Standardverfahren aus der Mathematik ins
Spiel zu bringen; das tritt vor allem beim linearen Umgehen mit Gréf3en, insbesondere bei
Fragen zur Prozentrechnung auf, aber auch dartiber hinaus.

Tabelle 3 —10. Funktionen des aufermathematischen Kontexts (nach den Prifungsvarianten
HSA, MSA und MSA-Gymnasium):
Funktion des auRermathematischen Kontexts HSA MSA MSA-Gy
. . L . L Anzahl 5 3 5
Kontext vereinfacht sprachlich eine innermathematische Situation
% 19,2 % 10,7 % 20,8 %
. o Lo ) N Anzahl 0 4 4
Kontext erschlief3t begrifflich eine innermathematische Situation
% 0% 14,3 % 16,7 %
. . . Anzahl 11 8 3
Kontext dient zum Umgehen mit Gré3en oder Prozenten
% 42,3% 28,6 % 12,5%
Kontext umschreibt einen Anwendungsbereich (iiber das Umgehen mit ~ Anzahl 6 4 5
GroRen und die Prozentrechnung hinausgehend) % 23,1 % 14,3 % 20,8 %
. . . N Anzahl 0 6 4
Kontext dient zum Umgehen mit stochastischen GréRen
% 21,4 % 16,7 %
. Anzahl 4 3 3
Aufgabe ohne auermathematischen Kontext
% 154 % 10,7 % 12,52 %
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Dass eine relativ grofde Anzahl von Aufgaben mit Grofden (und Prozenten) vorkommt,
geht auf die generell ,literacy“-orientieret Ausrichtung der ZP-10 zuriick. Vor allem mit den
HSA-Aufgaben ,Maren bastelt Sterne“ wird gezeigt, wie ein Kontext einen einfachen
sprachlichen Zugang zu mathematischen Begriffen 6ffnen kann. Von einfachen Flachenbe-
rechnungen bis zur Pyramide werden so geometrische Begriffe recht durchsichtig gemacht.
Es konnte auch Potential zur Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts in diesem
allgemeinen Ansatz, mit Kontexten umzugehen, liegen.

3.2.2 Mathematisieren

In den Kernlehrplanen von Nordrhein-Westfalen spielt die prozessbezogene Kompetenz
des Modellierens eine zentrale Rolle. Am Ende der Sekundarstufe I soll erreicht werden:
»Schiilerinnen und Schiiler nutzen Mathematik als Werkzeug zum Erfassen von Phanome-
nen der realen Welt.“ Das Mathematisieren ist nach Abb. 3-2 derjenige Teil des Modellie-
rungsprozesses, der den - fiir die Losungsfindung zentralen - Ubergang vom Situativen
zum Mathematischen beschreibt. Die Kernlehrpldne formulieren so: ,Sie [die Schiilerinnen
und Schiiler| Gibersetzen Realsituationen im mathematische Modelle (Terme, Gleichungen,
Funktionen, Figuren, Diagramme. Tabellen, Zufallsversuche) (...)“.

Es handelt sich um einen in sich komplexen Prozess mit zahlreichen Zwischenstufen,
die von verschiedenen Autoren unterschiedlich konzeptualisiert werden (Text- und Situa-
tionsverstindnis als Voraussetzungen nach Reusser, 1992; Realmodell als Ubergangsstufe
nach Blum, 1996; Situationsmodell und Realmodell nach Leifd & al., 2010; u.v.a.). In diesem
Abschnitt kommt es auf die Gesichtspunkte an, die unmittelbar der allgemeinen - nicht
individuellen - Beschreibung der moglichen Losungsprozesse dienen. Im Mittelpunkt der
Analyse stehen daher Fragen, inwieweit bereits durch die Aufgaben-Stellung das Finden
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des mathematischen Modells iberhaupt gefordert und dann auf unterschiedliche Weisen
erschwert oder erleichtert werden kann.

Alle diese Gesichtspunkte sind Teil-Aspekte, die einen allgemeinen Begriff von ,Kom-
plexitat einer Aufgabe“ umschreiben. Im Einzelnen konnen diese Fragen gestellt werden,
um das Finden des mathematischen Modells bei einer Aufgabe zu charakterisieren:

—  Liegt tiberhaupt eine Modellierungsaufgabe vor? Inwieweit ist Mathematisieren erfor-
derlich oder stehen andere Komponenten des Modellierungskreislaufs im Vorder-
grund?

—  Wie inhaltlich-komplex ist das mathematische Modell, das gefunden werden muss? Ist
ein Schritt ausreichend oder sind Kombinationen mehrerer Schritte notwendig? ,Re-
petitive® oder ,integrative“ Vorgehensweisen kdnnen vorkommen.

—  Wie sprachlich-anspruchsvoll ist die zu lI6sende Aufgabe gestellt? Auch dies beein-
flusst das Auffinden des mathematischen Modells, denn dem Mathematisieren ist i.a.
ein sprachliches Decodieren vorgeschaltet (Brunner & al., 2010).

—  Wie sehr erleichtern oder erschweren Informationen und Hinweise in der Aufgabe den
Mathematisierungsprozess?

1 Mathematisieren und andere Komponenten im Modellierungskreislauf

Das Mathematisieren nimmt einen der zentralen Gesichtspunkte im PISA-Aufgaben-
Modell (Abb. 3-1) auf. Nicht jede mathematische Aufgabe ist eine Modellierungsaufgabe,
und nicht in jeder Modellierungsaufgabe ist das Mathematisieren die zentrale Aktivitat.

Beim Mathematisieren liegen die kognitiven Aktivitaten darin, das vorhandene mathe-
matische Wissen geeignet zu aktivieren, zielgerichtet auszuwdhlen und zu gruppieren
(J. Neubrand, 2002, S. 101 ff). Die meisten Modellierungsaufgaben erfordern solche Aktivita-
ten. Jedoch gibt es unter den Modellierungsaufgaben auch solche, bei denen andere Kom-
ponenten des Modellierungskreislaufs vorrangig sind. Eine davon ist die schon erwdhnte
Aufgabe zur Schrittmafiregel, bei der das mathematische Modell in Gestalt der Formel be-
reits vorliegt, aber ein passendes Beispiel dazu zu finden ist; es wird hier also nicht mathe-
matisiert.

MSA-1d - ,,Schrittmaliregel*

d) Fiir den Bau von Treppen verwendet man haufig
die folgende ,,SchrittmaBregel* (siche Skizze): ry
v
X+2y=63cm Y.

Gib ein Wertepaar fiir X und y an, das die Gleichung
erfiillt und fiir den Bau einer Treppe sinnvoll ist.

A
Y

Ebenso gibt es Aufgaben, die z.B. die Interpretation von Daten erfordern. Mit dieser Ein-
teilung ergibt sich als Aufgabenverteilung:
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Tabelle 3 - 11. Mathematisieren und andere Komponenten im Modellierungskreislauf (nach den
Prufungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gymnasium):
Mathematisierung notwendig? HSA MSA MSA-Gy
. . . . . Anzahl 6 7 3
keine der Komponenten des Modellierungskreislaufs ist erforderlich
% 23,1 % 25,0 % 125%
. ) - . . Anzahl 20 16 16
Modellierungskreislauf: Mathematisieren ist notwendig
% 76,9 % 57,1 % 66,7 %
. . . . Anzahl 0 5 5
andere Komponenten des Modellierungskreislaufs sind vorrangig
% 17,9 % 20,8 %
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Die ZP-10 nimmt also die Intentionen der Kernlehrpldane in Nordrhein-Westfalen sehr
deutlich auf, indem die Mathematisierungsaufgaben den grofdten Raum einnehmen.

2 Jrepetitiv’/ ,integrativ”

Auch diese Uberlegungen beziehen sich auf einen zentralen Gesichtspunkt im PISA-
Aufgaben-Modell (Abb. 3-1; vgl. auch die deutsche PISA-Rahmenkonzeption: M. Neubrand
& al., 2001). Dieser Aspekt ist auch verwandt, wenngleich nicht identisch, mit der Unter-
scheidung ,Simplex-, vs. ,Komplex“-Aufgabe im Sachrechnen nach Breidenbach (1969; vgl.
auch Franke, 2003). ,Simplex-Aufgaben“ bestehen nur aus einem einfachen Schritt beim
Mathematisieren.

Es wird daher bei den Aufgaben differenziert, ob zur Losung nur ein eng begrenzter
Wissensbestandteil herangezogen werden muss, bzw. in welcher Weise mehrere Wissens-
bereiche zu aktivieren sind. Das Urteil wird ,vom Standpunkt des Experten aus® (J. Neu-
brand, 2002) getroffen, d.h. es wird - bei der Beurteilung der Aufgaben-Stellung! - davon
ausgegangen, dass die Aufgaben auf hohem mathematischen Niveau gelost werden. In die-
sem Aufgaben-Charakteristikum erfassen wir*®:

—  Nur Wissen / Kenntnisse aus einem eng umgrenzten Stoffgebiet sind erforderlich.

—  Wissen / Kenntnisse aus einem Stoffgebiet sind mehrmals in gleicher Weise anzuwen-
den (,repetitiv®).

— Wissen / Kenntnisse aus mehreren verschiedenen Stoffgebieten sind miteinander in
Beziehung zu setzen und anzuwenden (,integrativ).

Tabelle 3 —12. +Repetitive" oder ,integrative” Aufgabe (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA
und MSA-Gymnasium):
Wissensbestandteile mehrfach anwenden? HSA MSA MSA-Gy
) . . . Anzahl 13 21 14
Wissen / Kenntnisse aus einem eng umgrenzten Stoffgebiet
% 50,0 % 75,0 % 58,3 %
Wissen / Kenntnisse aus einem Stoffgebiet sind mehrmals anzuwenden Anzahl 4 3 4
(.repetitiv*) % 15,4 % 10,7 % 16,7 %
Wissen / Kenntnisse aus mehreren Stoffgebieten sind anzuwenden Anzahl 9 4 6
(wintegrativ*) % 3,8% 14,3 25,0%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

** Im deutschen PISA-Framework (M. Neubrand & al., 2001) sind fiir Modellierungsaufgaben die
Kategorien ,,einschrittig®, ,,mehrschrittig/repetitiv’ und ,,mehrschrittig/integrativ" genannt.
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3 Sprachliche Gestaltung des Aufgabentexts

Ein weiteres Charakteristikum, das Aspekte der Komplexitit einer Aufgabe aufnimmt,
ist die sprachliche Gestaltung der Aufgabe. Diese hat unmittelbar Einfluss auf die Mathe-
matisierung, denn vor dem Erstellen des Modells liegt die Phase des Verstehens der Situa-
tion, die stark durch die sprachliche Gestaltung der Aufgabe bestimmt wird (Brunner & al.,
2010). In einer sehr spezifischen Art (Cohors-Fresenborg, 1996) sind sprachliche Aspekte
auch in das PISA-Aufgaben-Modell (Abb. 1) aufgenommen. Wir unterschieden hier weit
pragmatischer folgende Charakteristika:

—  Unauffallige sprachliche Struktur.

—  Schwierige sprachliche Struktur des Aufgabentextes, z.B. tiefgeschachtelte Nebensatze,
sprachliche Umstellungen der Daten gegeniiber dem rechnerischen Aufbau etc..

—  Als spezielles Beispiel der sprachlichen Gestaltung einer Aufgabe nehmen wir noch das
Auftreten nachgestellter Konditionalsdtze hinzu.

Tabelle 3 - 13. Sprachliche Gestaltung des Aufgabentextes (nach den Prifungsvarianten HSA,
MSA und MSA-Gy):
sprachliche Komplexitat HSA MSA MSA-Gy
- . Anzahl 24 22 18
unauffallige sprachliche Struktur
% 92,3% 78,6% 75,0%
- . Anzahl 0 3 3
schwierige sprachliche Struktur
% ,0% 10,7% 12,5%
. Anzahl 2 3 3
nachgestellter Konditionalsatz
% 7, 7% 10,7% 12,5%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Die Daten zeigen, dass mit der sprachlichen Gestaltung der ZP-10 sorgfaltig umgegan-
gen wurde.

Wir zeigen daher Phanomene, wie mit den Aufgabentexten eine Aufgabe beeinflusst
werden kann, hier nur beispielhaft auf. Speziell findet man z.B. in deutschen mathemati-
schen Aufgaben oft nachgestellte Konditionalsdtze. Das folgende Beispiel zeigt eine solche
Sprachfigur: In der Teilaufgabe d 2 hitte diese Umstellung ohne weiteres auch mit Haupt-
satzen formuliert werden konnen: ,Franzi braucht fiir die ersten vier Bahnen insgesamt
zwei Minuten. Sie kann dieses Tempo gleichmaflig halten. Wie lange braucht sie fiir die
gesamte Strecke (1 km)?“ Eher unauffallig erscheint zunachst (und so ist sie auch klassifi-
ziert) die zweite Teilaufgabe d 1. Doch auch hier ist der Intentionalsatz nachgeschoben,
obwohl er in einfacher Sprache auch vorangestellt sein konnte: ,Franzi will eine Strecke
von 1 km zurtickzulegen. Wie viele Bahnen muss sie schwimmen?“

HSA-4d1, 2 - ,,Freizeitbad*
d) Die Lange einer Bahn im Freizeitbad WATERWORLD betrégt 25 m.

d1)  Wie viele Bahnen muss Franzi schwimmen, um eine Strecke von 1 km
zuriickzulegen? Notiere deine Rechnung.

d2)  Franzi braucht fiir die ersten vier Bahnen insgesamt zwei Minuten.
Wie lange braucht sie fiir die gesamte Strecke (1 km), wenn sie dieses Tempo
gleichmiBig halten kann? Notiere deine Rechnung.
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4 Informationen in der Aufgabe

Bei der Aufgabenkonstruktion bestehen vielfdltige Moglichkeiten, Hinweise in die Auf-
gabe einzubauen, die entweder - bewusst oder unbewusst - das Losen der Aufgabe er-
schweren oder erleichtern. Gdngige Arten, mit Informationen in Aufgaben umzugehen,
sind etwa,

— zusatzliche, fir die Losung der Aufgabe nicht wirklich erforderliche, aber aussagekraf-
tige Informationen einzufiigen,

— umgekehrt, in der Aufgabe vielfdltige nicht gebrauchte Informationen zu bringen und
damit vom zu l6senden Problem abzulenken,

—  sog. ,Schliisselworter” zu verwenden, die auf bestimmte Losungsverfahren hindeuten.

Ein beliebtes — aber eben nicht immer sinnvolles — Vorgehen, um eine Aufgabe zu er-
schweren ist es, zusdtzliche Informationen einzustreuen. Ein auffdlliges Beispiel dieser Art
ist eine Aufgabe aus den Vergleichsarbeiten 2009 fiir die Jahrgangsstufe 6 an bayerischen
Hauptschulen. Fiir das Lehrplanthema Grundrechenarten wird diese Aufgabe gestellt (ISB,
2009):

,»Aufzugtlr
An einer Aufzugtiir hdngt dieses Schild:

Maximale
Tragkraft

300 kg

Familie Miiller steht vor dem Aufzug. Der Vater ist 45 Jahre alt und wiegt 96 kg, Frau
Miiller muss um 14:00 Uhr beim Arzt sein. Sie hat ein Gewicht von 74 kg. Tochter
Sabine hat zwar in den letzten 3 Wochen 4 kg abgenommen, bringt aber immer noch
58 kg auf die Waage. Ihr 2 Jahre jiingerer Bruder ist ca. 8 cm kleiner als seine
Schwester, aber genauso schwer.

Berechne und begriinde, ob die Familie zusammen in dem Aufzug fahren kann.

Die Verwendung von Informationen in realitdtsorientierten Aufgaben hat einen Dop-
pelcharakter. Einerseits sind ,reale Situationen stets mit mehr Information ausgestattet,
als fiir eine mathematische Bearbeitung unbedingt noétig ist. Das Mathematisieren unter
redundanter Information ist also ein typischer Fall. Umgekehrt ist auch das das Beschaffen
nicht genannter Informationen ein typisches Kennzeichen realer Aufgaben.

Im Bestand der NRW-Aufgaben aus den zentralen Priifungen 2008 sind keine derartig
auffdlligen Beispiele redundanter Information enthalten. Allenfalls kommt vor, dass fiir
eine spezifische Teilaufgabe nur einige der im Stamm der Aufgabe vorliegenden Informati-
onen gebraucht werden. Ein Beispiel ist die o.g. Aufgabe HSA-3e: Fiir die Berechnung des
Pyramidenvolumens ben6tigt man nicht mehr die Angabe, dass die Hohe der Seitenflachen
6 cm betragt. Wirkliche Beschaffung von externer Information verbietet sich schon allein
deshalb, weil es sich um Priifungsaufgaben mit beschrankten Moglichkeiten des Recher-
chierens handelt. Diese Situation setzt einer allzu grof3en Offenheit Grenzen.
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3.2.3 Der formale Problemlésecharakter der Aufgaben

Die Losungsprozesse von Aufgaben werden bereits in der Aufgabenstellung dadurch be-
einflusst, in welcher Weise die Aufgabe als ,Problem“ formuliert und dargeboten wird. Mit
mehreren Merkmalen kann dieser Aspekt beschrieben werden. Wir beginnen mit dem
Format der Aufgabe. Es folgt eine allgemeine Ubersicht {iber den formalen Problemlése-
charakter der Aufgaben, der seinerseits nicht unabhdangig ist vom vorgegebenen Antwort-
format.

1 Format der Aufgabe: Ausfiihrliche oder kurze Antwort, multiple choice

Mathematische Aufgaben konnen in unterschiedlichen Formaten gestellt werden. Ubli-
cherweise werden Fragen gestellt, die Zahlen, Figuren, Entscheidungen, etc. zur Losung
haben. Je nachdem, ob nur eine kurze Antwort (eine Zahl allein oder das Eintragen eines
Wertes in eine vorgelegte Tabelle) oder ein langerer zusammenhangender Text bzw. eine
voll ausgefiihrte Rechnung verlangt wird, kennzeichnen wir die Aufgabe mit ,kurze Ant-
wort“ bzw. ,ausfiihrliche Antwort®. ,,Ausfiihrliche Antworten “ sind in der ZP-10 meist an
einer Zusatzbemerkung zu erkennen: ,Notiere Deine Rechnung!“. In jiingerer Zeit werden
in mathematischen Priifungen - vermutlich ausgelost durch internationale Vergleichsun-
tersuchungen - zunehmend auch Aufgaben im multiple-choice-Format gestellt. Wirklich
in einem strengen Sinne ,offene“ Aufgaben, bei denen also auch noch die Fragestellung
selbst aus der Aufgabe erschlossen werden soll, erscheinen fiir Abschlussarbeiten wenig
geeignet, weil bei solchen Priifungen die Bewertungen vergleichbar sein sollen. In der Tat
kommen im gesamten hier untersuchten Aufgabenbestand der ZP-10 keine solchen ,offe-
nen“ Aufgaben vor. Im Gegenteil, gerade bei zentralen Priifungen werden sehr konkrete
Anweisungen gegeben, wie man im {iberndchsten Abschnitt erkennt.

Das Format ist keineswegs nur ein dufleres Kriterium fiir eine Aufgabe. Es beeinflusst
auch die wahrend der Aufgabenlosung zu aktivierenden Losungsstrategien. Bei multiple-
choice-Aufgaben kommt man ggf. auch mit einer Ausschlussstrategie zur Losung. Langere
Antworten oder vollstandige Rechnungen erfordern die Darlegung eines in sich schliissigen
Gedankengangs, also mehr als nur ein Ergebnis, wahrend bei ,kurzen“ Aufgaben innerhalb
des Losungsprozesses auch Spriinge moglich sind, die dann nicht auffallen, wenn sie das
Ergebnis nicht beeinflussen.

Die Verteilung der Aufgaben auf diese Formate ergibt sich aus den Randsummen in der
im folgenden Abschnitt gezeigten Tab. 3-14. In der tiberwiegenden Zahl verlasst sich die
ZP-10 auf das ,klassische“ Format der Darstellung des gesamten Losungsweges, also auf den
hier mit ,ausfiihrliche Antwort“ gekennzeichneten Typus: HSA: 21 Aufgaben; MSA: 15 Auf-
gaben; MSA-Gy: 16 Aufgaben.

2 Aufgabentypen in Hinblick auf die formale Problemstruktur

Aufgaben kann man formal und allgemein als ,,Probleme* im psychologischen Sinn (vgl.
z.B. Dorner 1979) auffassen. Thre Losung beinhaltet dann, sich mit einem Triplett aus gege-
benem Ausgangszustand, zu findendem bzw. zu beschreitendem Losungsweg und gesuch-
tem bzw. erwiinschtem Zielzustand auseinanderzusetzen (Bruder, 1988, 2000; J. Neubrand,
2002; Biichter & Leuders, 2005). Je nach Vorgabe und Vorhandensein der einzelnen Kom-
ponenten dieses Tripletts entstehen Aufgaben mit unterschiedlichen formalen Problemlo-
sestrukturen. Diese verschiedenen Moglichkeiten fassen wir zu Aufgabentypen zusammen.
Man kann dabei nach diesen Problemldsetypen unterscheiden, wobei i.a. eine Zuordnung
zu bekannten mathematikdidaktischen Bezeichnungen von Aufgaben (hier wiedergegeben
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nach J. Neubrand (2002); vgl. Bruder, 1988) besteht. Wie im Folgenden gezeigt wird, kann
man aber diese Zuordnung nicht ohne weitere Uberlegungen vornehmen.

— Ausgangszustand vorgegeben Bestimmungsaufgabe

— Ausgangszustand und Lésungsweg vorgegeben Grundaufgabe

—  Zielzustand vorgegeben Umbkehraufgabe

—  Zielzustand und Lésungsweg vorgegeben Umbkehraufgabe

—  Ausgangszustand und Zielzustand vorgegeben Aufgabe mit vorgegebenem

Endergebnis oder
Beweis-/Begriindungsaufgabe

—  Losungsweg vorgegeben selbst eine Aufgabe finden

— Ausgangszustand, Zielzustand und Lésungsweg vorgegeben
»Aufgabe tiber Aufgaben®

Vollig offene Problemsituationen, in denen sowohl Ausgangszustand, Zielzustand wie
Losungsweg gesucht sind, beispielsweise die sog. Fermi-Aufgaben (Wie viele Klavierstim-
mer gibt es in New York?), miissen hier bei der Analyse der ZP-10 nicht berticksichtigt wer-
den; sie kommen hier nicht vor und scheinen fiir zentrale Priifungen auch nur bedingt ge-
eignet.

Die Problemlosetypen haben fiir das Lernen von Mathematik dadurch Bedeutung, dass
je nach Typ unterschiedliche Strategien zu aktivieren sind. Bestimmungsaufgaben und
Grundaufgaben sind der am weitesten verbreiteten Typen, sozusagen der Standard fiir ma-
thematische Aufgaben. Der bekannteste unter den Nicht-Standardtypen ist die sog. Um-
kehraufgabe, bei der Ausgangszustand aus dem Zielzustand riickerschlossen werden muss,
wobei der Weg bekannt sein kann oder nicht. Es ist jedoch zu beachten, dass Ausgangs-
punkt und Ziel hier unter mathematikdidaktischen Gesichtspunkten bestimmt werden
miissen. Das kann gegenlaufig zu einer rein kognitionspsychologischen Betrachtungsweise
sein. Denn ,bei der mathematischen Begriffsbildung wird meist eine Richtung des mathe-
matischen Denkens ausgezeichnet: ,Der Kreis hat einen Umfang“ und nicht ,Zu diesem
Umfang gehort ein Kreis“; ,Das Volumen des Quaders“ und nicht ,Ein Quader mit diesem
Volumen®; ,Bestimme die Losung dieser Gleichung“ und nicht ,Suche eine Gleichung mit
dieser Losung®. Daher konnen die Richtungen des Losungsprozesses und des mathemati-
schen Losungsverfahrens gegenldufig sein® (J. Neubrand, 2002, S. 125). Die Aufgaben HSA-
4b2, HSA-4d1 und HSA-4d2 koénnen so eingestuft werden.

Allerdings ist auf eine zusatzliche Abhdngigkeit vom Format der Aufgabe zu achten. Bei
multipe-choice-Aufgaben sind Ausgangszustand und Zielzustand ja zwangslaufig vorgege-
ben. Die ,multiple choice“ verlangt, dass aufgezeigt wird, welcher Losungsweg gangbar ist,
welcher nicht. Die Aufgabe muss aber deswegen nicht notwendig eine Begriindungs- oder
gar Beweisaufgabe sein. Oft geniigen einfache Rechnungen wie bei Bestimmungsaufgaben
im Hintergrund. Dies wird besonders deutlich an den folgenden drei Aufgaben aus der
MSA-Priifung (Aufgaben a und b nur in MSA, Aufgabe c befindet sich auch in der MSA-Gy-
Priifung):
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MSA-3a), b), c) - ,,Fehler von Sportlern*

In Untersuchungen mit Sportlern wurden Schétzwerte fiir Fehlerwahrscheinlichkeiten
in unterschiedlichen Situationen ermittelt. Ziel war es, mogliche Fehler durch zielge-
richtetes Training weitgehend auszuschlieen.

Situation feblerlis
scheinlichkeit

A | Einfache und hiufig durchgefiihite Aufgabe 0,001

B | oft getibte Aufgabe unter Zeitdruck 0.01

C |schwierige Aufgabe 0.1

D |schwierige Aufgabe unter Stress 0.3
a) In welcher der beschriebenen Situationen tritt die Fehlerwahrscheinlichkeit
1:10 auf? Notiere den zugehdrigen Buchstaben in deinen Unterlagen.
b) Ein Basketballspieler hat im Training eine Trefferquote von 90 % bei Frei-

wiirfen. Welcher der Situationen entspricht dies? Notiere den zugehorigen Buchstaben
in deinen Unterlagen.

c) Schwierige Aufgaben unter Stress werden von Sportlern mit einer Fehler-
wahrscheinlichkeit von 0,3 ausgefiihrt. Beurteile, ob die folgenden Aussagen stimmen.
Kreuze an.

stimmt

Das bedeutet, dass stimmt .
nicht

es in etwa 30 % der Fille zu einem Fehler kommit.

die Fehlerwahrscheinlichkeit 3 - 107" betréigt.

30 Fehler gemacht werden.

in 3 von 10 Fillen sicher ein Fehler auftritt.

Bei allen diesen Aufgaben ist das multiple-choice-Format anzutreffen, wenngleich bei b)
und ¢) in etwas ungewohnlicher Form. Jedes Mal ist deshalb Ausgangszustand (eine gewis-
se Zahl) und Zielzustand (eine andere Zahl, in die umzurechnen ist, oder eine Aussage, die
zu interpretieren ist) mit angegeben. Dennoch ist keine der Aufgaben eine Begriindungs-
aufgabe in dem Sinne, dass ein logischer Zusammenhang herzustellen ist. Solche Effekte
sind bei der Interpretation der Daten zu beriicksichtigen. Die Tab. 3-14 zeigt daher gleich-
zeitig Antwortformate und Probleml6setypen der ZP-10-Aufgaben.
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Tabelle 3 — 14. Problemldsetypen und Antwortformate (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA
und MSA-Gy):

Anwort | Antwort | Choies | 9%samt
HSA Ausgangszustand gegeben 15 2 2 17
Ausgangs- und Zielzustand gegeben 3 0 3 6
Zielzustand gegeben 3 0 3 3
gesamt 21 2 3 26
MSA Ausgangszustand vorgegeben 11 4 0 15
Zielzustand gegeben 1 0 0 1

Ausgangszustand und Lésungsweg gegeben 1 0

Ausgangs- und Zielzustand gegeben 1 0 8 9
gesamt 15 5 8 28
MSA-Gy Ausgangszustand vorgegeben 11 1 0 15
Zielzustand gegeben 1 0 0 1
Ausgangszustand und Lésungsweg gegeben 1 0 3
Ausgangs- und Zielzustand gegeben 2 0 6 8
gesamt 16 2 6 24

Die Tabelle zeigt zundchst, dass 4 der 7 genannten Problemlosetypen vorkommen. Es
dominieren die Bestimmungsaufgaben im tiblichen Sinne.

In der MSA- und der MSA-Gy-Priifung kann man als Umkehraufgabe allein die schon
mehrfach zitierte Aufgabe tiber die Schrittmafiregel bei Treppen ansprechen. Bei der Kate-
gorie der Begriindungsaufgaben muss man - wie beschrieben - die multiple choice-Aufga-
ben herausnehmen, so dass man im MSA nur auf eine und MSA-Gy-Bereich auf zwei ,ech-
te“ Begriindungsaufgaben kommt. Die den beiden Test-Varianten gemeinsame Aufgabe ist
diese:

MSA-4d2) und MAS-Gy-4a2) - ,,Hangebriicken*
Der Verlauf des Stahlseils zwischen den Briickenpfeilern kann anndhernd durch eine
Parabel beschrieben werden.

Malle in m

P, (200]80)

-300 -200 -100 0 100 200 300
Eine der folgenden Funktionsgleichungen gehort zu der Parabel, die den Verlauf des
Stahlseils beschreibt.

y=-0,001875x*+5 y=0,001875%*+5 y=0,001875x* -5
d2) Erklare, warum die beiden anderen Funktionsgleichungen die Parabel nicht
beschreiben.

In der HSA-Priifung finden wir 3 Aufgaben, bei denen ein Zielzustand angegeben ist,
und zwar die schon erwdhnten Aufgaben HSA-4b2 und HSA-4d1,2. Die Aufgaben mit ange-
gebenem Ausgangs- und Zielzustand sind einmal vom Typ, dass eine rechnerische Bestati-
gung eines vorgelegten Ergebnisses verlangt wird (HSA-3d), und zweimal handelt es sich
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um Begriindungen, die allerdings auf rechnerische Uberlegungen zuriickgreifen. Weder in
der HSA- noch in der MSA- bzw. MSA-Gy-Priiffung kommen Begriindungsaufgaben vor, die
die Darstellung einer logischen Argumentation fordern. Insgesamt gesehen kann man aber
von einer durchaus akzeptablen Breit in den Problemléseformaten der Aufgaben der ZP-10
sprechen.

3.24 Mathematisches Modell und seine Verarbeitung: Angesprochene ma-
thematische Inhalte

Zur Bewertung der Phase ,Verarbeiten des mathematischen Modells“ nach Abb. 3 sind
unterschiedliche inhaltliche Aspekte zu beachten. Einerseits gibt es bei einer schulischen
Priifung stets curriculare Rahmenbedingungen, die - in aufsteigender Reihenfolge von spe-
ziellen Vorgaben zu einem allgemeinen Rahmen - durch die speziellen Priifungs-
»Vorgaben“ in NRW, durch die landespezifischen Kerncurricula und schliefilich durch ei-
nen Einordnung in eine landesunabhdngige Liste charakteristischer Stoffgebiete der Se-
kundarstufe I beschrieben werden konnen. Die Beachtung der stofflichen Rahmen in den
zentralen Priifungen ist nicht nur eine sozusagen protokollierende Aufgabe dieses Berichts.
Vielmehr hangt an der stofflichen Breite, die in den zentralen Priifungen realisiert ist, die
inhaltliche Aussagekraft der Priifungsergebnisse. Anzustreben ist eine hinreichende Vielfalt
der Aufgaben iiber das gesamte Spektrum mathematischer Inhalte der Sekundarstufe I.

Die den Lehrerinnen und Lehrern der beteiligten 10. Klassen seitens des Ministeriums
fir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen mitgeteilten offiziellen
,Vorgaben® sind die erste Orientierung fiir die Breite des stofflichen Anspruchs der zentra-
len Priiffungen. Wir differenzieren wie das Ministerium nach den Vorgaben fiir den ersten
(,Basiskompetenzen®; vgl. 2.1.2) und den zweiten (,komplexere Aufgaben®) Priifungsteil.
Die Vorgaben werden fiir jede Priifungsvariante (HSA, MSA, MSA-Gy) jeweils getrennt fiir
den ersten und zweiten Priifungsteil dargestellt.
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1 Vorgaben HSA

Abbildung 3 — 15. Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben" des Ministeriums zum
1. Prufungsteil — HSA:

Stochastik / Umgang mit statistischen
Kennwerten (arithmetisches Mittel und—] o
Median)

Geometrie / Bestimmung von Volumina bei
einfachen Kérpern (Quader, Zylinder) sowie™]| o [ J
daraus zusammengesetzte Kérper
Geometrie / Bestimmung von
Flacheninhalten bei einfachen Figuren_| o0
(Dreiecke, Vierecke, Kreise) sowie daraus
zusammengesetzte Figuren

Funktionen / das Bestimmen von_]
Prozentwerten

Funktionen/ das Erkennen einfacher_|
antiproportionaler Zuordnungen

Funktionen/ das Erkennen einfacher_] o
proportionaler Zuordnungen

Arithmetik /Algebra/ Schatzen und Runden—| [ ]

Aufgabe gehdrt zum 2. Pritfungsteil 00000 000 OGVOOGCOGO O O

Gehort nicht zu den Vorgaben—]

Entnahme mathematischer Informationen
aus einfachen Texten, Grafiken und-] ( N X J
Diagrammen

el YSH
ql VSH
Ol VSH-
Pl VSH-
9] VSH-
14l VSH-
a1 VSH
e¢ VSH
d¢ VSH-
9 VSH-
LPZ VSH-
¢PC VSH-
e¢ VYSH
g€ VSH-
19€ VSH-
¢9¢ VSH-
PE VSH-
9¢ VSH-
ey YSH
L4y VSH-
¢ay VSH-
LOY VSH-
¢ VSH-
€9% VSH-
LPY VSH-
¢PY VSH-

Offenbar sind die vom Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nord-
rhein-Westfalen selbst gegebenen Vorgaben im ersten Priifungsteil gut gestreut umgesetzt.
Einfache Prozentaufgaben fehlen, ebenso das Erkennen einfacher antiproportionaler Zu-
sammenhdnge. Umgekehrt schliefden sich gelegentlich Aufgaben aus dem zweiten Teil sich

an die Vorgaben zu den Basiskompetenzen an. Insgesamt kann man also von einer ausge-
wogenen Verteilung sprechen.
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3 Aufgabenstellung

Abbildung 3 - 16.

2. Prufungsteil — HSA:

Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum

Stochastik / Zuordnung von Diagrammen zu_{
gegebenen Realsituationen

Stochastik / Analyse von graphischen
Darstellungen statistischer Daten (z. B.7
,Manipulierte” Diagramme aus Zeitungsartik

Geometrie / Nutzung von geeigneten Werkzeugen_|
z B.zum Zeichnen von Netzen und Schragbildern

Geometrie // Bestimmung unbekannter GréRen_|
mit Hilfe des Satzes von Pythagoras

Geometrie / Bestimmung unbekannter GroRen_|
durch Zerlegen von Figuren

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und
Interpretation von Modellen aus den Bereichen—]
Weg-Zeit-Zusammenhange

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und
Interpretation von Modellen aus den Bereichen]
Tarife (linear, Stufen)

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und
Interpretation von Modellen aus den Bereichen]
Zinsrechnung

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und
Interpretation von Modellen aus den Bereichen—]
Prozentrechnung

Funktionen / Interpretation von einfachen
graphischen Darstellungen funktionaler]
Zusammenhange

Funktionen / Analyse und Bewertung funktionaler_
Zusammenhange in authentischen Texten

Arithmetik /Algebra/ Verwendung des_|
Taschenrechners

Arithmetik /Algebra/ Sachrechnen-]

Aufgabe gehort zum 1. Prifungsteil—|

Gehort zu den Vorgaben von HSA-Teil 1

Gehort nicht zu den Vorgaben]

([ J
]
(]
([ J
[ ]
(]
( N ]
o o o o
[ )
]
o0000O0O0
L ] ] o ([ J ]

T 1T 1T 1 11 [ T 1T 1 [ 1T 1T 1 1 [T 1T 1T 1T 11
I I T T T T T T T I T T T T T I T I T T I T T I T T
DODODODODDODODODODDOONODNDDOOOONOOONDOONONDO®O
>> 2> > > > > P> >>>>P>>>>>P>>>>>>> > >
4o o o a2 VNN WW W W WA NN DNNNNRDN
D T O QD XTIV SO ALHTO O SO T OO0 0 aa
= ] 2N AR AN WIS

Auch einige ,komplexere“ Aufgaben des zweiten Priifungsteils greifen auf die Vorgaben
aus Teil 1 zurtick (Einordnung siehe Abb. 3-15). Aufgaben aus der Arithmetik und Algebra
mit Gebrauch des Taschenrechners sind in der Tabelle nicht aufgefiihrt, denn der Taschen-
rechnergebrauch ist durchgehend moglich und die Tabelle zeigt nur die unter den Vorga-

ben dominierende Einordnung.

Die Zuordnung stofst manchmal an die Grenzen des gewohnlichen Sprachgebrauchs.
Z.B. ist nur eine - eindeutig arithmetische — Aufgabe unter Sachrechnen verzeichnet, weil
Aufgaben mit funktionalen Aspekten in den NRW-Vorgaben in andere Felder (zu ,Funkti-
onen“) eingeordnet sind Zu einem umfassenden Begriff von ,Sachrechen, wie ihn etwa
Winter (1985) aufmacht, gehoren natiirlich auch solche Aufgaben.
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2 Vorgaben MSA

Abbildung 3 - 17. Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben" des Ministeriums zum

1. Prifungsteil — MSA:

Stochastik / Bestimmung von elementaren_
Wahrscheinlichkeiten o LA

Geometrie / Bestimmung von Volumina bei
einfachen Kérpern (Quader, Zylinder) sowie™| ()
daraus zusammengesetzte Korper

Geometrie / Bestimmung von Flacheninhalten bei
einfachen Figuren (Dreiecke, Vierecke, Kreise)™| (]
sowie daraus zusammengesetzte Figuren

Funktionen/ das Erkennen einfacher_|
antiproportionaler Zuordnungen

Funktionen/ das Erkennen einfacher_|
proportionaler Zuordnungen

Arithmetik /Algebra/ der Umgang mit Variablen,_ )
Termen und Gleichungen

Arithmetik /Algebra/ Schétzen und Runden-] { o0

Aufgabe gehort zum 2. Priifungsteil] 00 00000000000

Gehért nicht zu den Vorgaben™] 00

Entnahme mathematischer Informationen aus_|

einfachen Texten, Grafiken und Diagrammen o

A A A A A A A A A A A A A A A
ST ss=ssx<xsx=s<ssx<sx<£s¢x<g
DODOOOOLODOOOLODOLOOLODOLODOLOOLOOLODOLOLOOLOLOLOOOOOOO®O~OO®
>>>2>>2>>2>2>>2>>>2>>>2>>2>>>>>>>>>P>
S A o a2 a2 O NN WWWWWW A ASDNDNDNDNMNRN
D T 000 2PV OoOOAHTOALAADTOQQD A
= N W = N = N W = N

Auch hier streuen die Aufgaben gut iber die Vorgaben. Die Aufgabe zu den Quadernet-
zen entspricht nicht den Vorgaben. Die Aufgaben MSA-3b und 3c aus dem 2. Priifungsteil
kann man auch den elementaren stochastischen Aufgaben zurechnen, die bereits Pri-

fungsteil 1 fordert. Die Aufgabe MSA-2a konnte man alternativ auch dem 1. Priifungsteil
zugerechnen.
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3 Aufgabenstellung

Abbildung 3 — 18. Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum
2. Prufungsteil — MSA:

Stochastik / Nutzung von Baumdiagrammen zur_| 000
Beurteilung von Chancen und Risiken

Stochastik / Analyse von graphischen
Darstellungen statistischer Daten und deren—
Manipulation (z. B. aus Zeitungsartikel

Geometrie / Nutzung verfligbarer Werkzeugen zur
Bearbeitung geometrischer Situationen (z.B.-
Nutzung von Zirkel und Geodre

Geometrie / Erstellung, Nutzung und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Verpackungen

Geometrie / Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen ArchitekturT]
(Formen von Gebéauden)

Geometrie / / Bestimmung unbekannter GréRen mit_|
Hilfe von Ahnlichkeitsbeziehungen

Geometrie / / Bestimmung unbekannter Gr6Ren mit_| () ()
Hilfe des Satzes von Pythagoras

Geometrie / Bestimmung unbekannter GréRen_] ®
durch Zerlegen von Figuren

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen]
Wachstumsprozesse (linear oder exponen

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen]
Zinseszinsrechnung

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen Weg-Zeit- [ )
Zusammenhange

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Tarife

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Zinsrechnung

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Prozentrechnung

Funktionen / Interpretation von graphischen_|
Darstellungen funktionaler Zusammenhénge oo oo

Funktionen / Analyse und Bew ertung funktionaler_|
Zusammenhange in authentischen Texten

Arithmetik /Algebra/ Erlduterung mathematischer
Zusammenhange mit eigenen Worten und
geeigneten Fachbegriffen beim Umgan

Arithmetik /Algebra/ Verw endung des

Taschenrechners (kritische Reflexion vonT]
Ergebnissen)

Aufgabe gehért zu Priffungsteil 1] 000000O00CO0CO

Gehért zu den Vorgaben von MSA-Teil 1 ® [ X X J
Gehért nicht zu den Vorgaben] (X X J
AL U A U O A O O ) LY O N
ZEZE 2R dEEdadd4335482359233
0353223523282282225352825352¢%
S2= === =332 ==

Nun tritt vor allem der Mangel an geometrischen Themen deutlich hervor, sieht man
von Langenbestimmungen nach Pythagoras und dem Erkennen zusammengesetzter Figu-
ren (Aufgabe 2) ab. Auch Funktionen kommen nicht in der in den Vorgaben tendenziell
iberbetonten kovariaten Sichtweise vor, sondern in der ,Briicken“-Aufgabe (Aufgabe 4) als

Beschreibung statischer Gegebenheiten.
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3 Vorgaben MSA-Gy

Die Vorgaben zum ersten Priifungsteil sind identisch zur Priifungsvariante MSA. Den-
noch ist interessant zu sehen, ob sich der etwas veranderte Aufgabensatz im 2. Priifungsteil

anders in diese Vorgaben einfiigt. Tatsdchlich ist von den elementaren stochastischen Auf-
gaben noch eine im zweiten Priifungsteil vorhanden.

Abbildung 3 - 19. Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum
1. Prifungsteil - MSA-Gy:

Stochastik / Bestimmung von elementaren_] o o
Wahrscheinlichkeiten

Geometrie / Bestimmung von Volumina bei
einfachen Korpern (Quader, Zylinder) sowie™] [ ]
daraus zusammengesetzte Korper

Geometrie / Bestimmung von Flacheninhalten
bei einfachen Figuren (Dreiecke, Vierecke,_|
Kreise) sowie daraus zusammengesetzte

Figuren

Funktionen/ das Erkennen einfacher_|

antiproportionaler Zuordnungen

Funktionen/ das Erkennen einfacher_|
proportionaler Zuordnungen

Arithmetik /Algebra/ der Umgang mit_| o
Variablen, Termen und Gleichungen

Arithmetik /Algebra/ Schatzen und Runden- o ( N}

Aufgabe gehort zum 2. Priifungsteil] o0000 0000 0O0GOO

Gehért nicht zu den Vorgaben—| [ N J

Entnahme mathematischer Informationen aus_| o
einfachen Texten, Grafiken und Diagrammen

el 9 VS
141 9 VSN
291 9 VSN
€41 9 VSN
21 9 VSN
PL O VSAH
191 9 VSN
221 9 VSN
14 O VSN
3O VSN
eZ 9 VS
9z 9 VSN
9Z 9 VSN
LPZ O VSN
ZPZ O VSN
eg 9 VS
14€ 9 VSN
29€ 9 VSN
€4€ 9 VSN
2€ 9 VSN
L8y O VSN
Z8Y 9 VSN
ay 9 VSN

2% 9 VSN
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3 Aufgabenstellung

Abbildung 3 - 20. Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum
2. Prufungsteil — MSA-Gy:

Stochastik / Nutzung von Vierfeldertafeln zur_|
Beurteilung von Chancen und Risiken

Stochastik / Nutzung von Baumdiagrammen zur_|
Beurteilung von Chancen und Risiken LA

Stochastik / Analyse von graphischen Darstellungen
statistischer Daten und deren Manipulation (z. B. aus™]
Zeitungsartikel

Geometrie / Nutzung verfiigbarer Werkzeugen zur
Bearbeitung geometrischer Situationen (z.B. Nutzung—
von Zirkel und Geodre

Geometrie / Erstellung, Nutzun?| und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Verpackungen

Geometrie / Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen Architektur]
(Formen von Gebauden)

Geometrie / / Bestimmung_ unbekannter GréRen mit_|
Hilfe von Ahnlichkeitsbeziehungen

Geometrie / / Bestimmung unbekannter GréRen mit_| ) ()
Hilfe des Satzes von Pythagoras

Geometrie / Bestimmung unbekannter GréRen durch_| [ [ )
Zerlegen von Figuren

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen™]
Wachstumsprozesse (linear oder exponen

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen—|
Zinseszinsrechnung

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation
von Modellen aus den Bereichen Weg-Zeit- ®
Zusammenhdange

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Tarife

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Zinsrechnung

Funktionen/ Erstellung, Nutzung und Interpretation_|
von Modellen aus den Bereichen Prozentrechnung

Funktionen / Interpretation von graphischen_|
Darstellungen funktionaler Zusammenhénge o000

Funktionen / Analyse und Bew ertung funktionaler_| [
Zusammenhange in authentischen Texten

Arithmetik /Algebra/Nutzung der Kenntnisse tiber
Zahlen und Zahlbereiche zum Lésen mathematischer—]
Probleme

Arithmetik /Algebra/ Erlduterung mathematischer
Zusammenhdnge mit eigenen Worten und geeigneten—
Fachbegriffen beim Umgan

Arithmetik /Algebra/ Verw endung des
Taschenrechners (kritische Reflexion von
Ergebnissen)

Aufgabe gehort zum 1. Prifungsteil 00000 0O0COCGO

Gehdrt zu den Vorgaben von MSA-G-Teil 1 [ J

Gehdrt nicht zu den Vorgaben—

el 9 VSN
1AL O VSN
291 9 VSN
€4l 9 VSN
9, 9 VSN
Pl O VSN
19, O VSN
281 9 VSN
1L O VSN
71 O VSN

eZ 9 VSN
9z 9 VSINH
929 VSN
LPZ O VSN
ZPZ 9 VSN

B¢ O VSN
14€ O VSN

Z9€ 9 VSN
£4€ O VSN
2¢ 9 VSN
LBy 9 VSN
zev 9 VSN
a¥ 9 VSINH
2% 9 VSN

Nun erkennt man, dass sich die Aufgaben auf wenige Vorgaben konzentrieren. Es wer-
den wie in der MSA-Priifung nur wenige geometrische Kompetenzen gefordert. Es fehlen
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ebenso auch Teile aus der Algebra, insbesondere wenn es um die Nutzung von Zahlen und
Zahlbereichen (und damit formale Gleichungen) zum Loésen mathematischer Probleme
und um die kritische Reflexion von Taschenrechnerergebnissen geht. Dies wird noch spezi-
fischer sichtbar, wenn die aufgerufenen Stoffgebiete aus noch allgemeinerer Sicht betrach-
tet werden. Dies geschieht im nachsten Abschnitt.

4 Allgemeine Zuordnung zu Stoffgebieten der Sekundarstufe |

Um einen allgemeineren Eindruck von der inhaltlichen Breite der NRW-zentralen Prii-
fungen von 2008 zu erhalten, legen wir mehrere Schemata zugrunde:

— eine  klassische“ zusammenfassende Einteilung der Stoffgebiete der Sekundarstufe I,

— einen detaillierten Stoffkatalog, der bewusst wird auf eine kompetenzorientierte Dar-
stellung verzichtet, um die Inhalte direkt ansprechen zu kénnen, sowie

— die inhaltlichen Kompetenz-Anforderungen, die die Kerncurricula in Nordrhein-West-
falen fiir das Ende der Sekundarstufe I fordern.

Um eine grobe Ubersicht zu gewinnen, werden die Stoffgebiete der Aufgaben zunichst
nach den ,klassischen“ Gebieten der Mathematik in der Sekundarstufe I zusammengefasst.

Tabelle 3 — 21. Mathematische Stoffgebiete der Aufgaben - klassische Einteilung:
Mathematische Stoffgebiete ( in Anzahl (%) ) HSA MSA MSA-Gy
Arithmetik 13 (50,0 %) 5 (17,9%) 4 (16,7 %)
(formale) Algebra 0 0 0
Funktionen 1(3,8%) 5 (17,9%) 6 (25,0%)
Geometrie 8 (30,8%) 11 (39,3%) 8 (33,3%)
Stochastik 4 (15,4%) 7 (25,0%) 6 (25,0%)
gesamt 26 28 24

Aufgaben aus dem Bereich der formalen Algebra (gegebenen Term vereinfachen, gege-
bene Gleichung l6sen) kommen nicht vor. Gleichungen und Terme spielen in der ZP-10 nur
dann eine Rolle, wenn sie im Zusammenhang mit Funktionen vorkommen, und hier, wie
oben gezeigt, weniger in unter der Vorstellung ,Kovariation“ als zu Zwecken der statischen
Beschreibung eines Kurvenverlaufs.

Wie die Aufgaben der ZP-10 mit den inhaltlichen Kompetenz-Anforderungen aus den
Kerncurricula in Nordrhein-Westfalen fiir das Ende der Sekundarstufe I (hier dargestellt
nur fir Gesamtschule/Erweiterungskurs, Realschule und Gymnasium®) korrespondieren
zeigt die folgende Tabelle. Dabei ist nur die jeweils vorrangige Zuordnung vorgenommen;
verschiedene Aufgaben erlauben naturgemaf auch eine zweite Zuordnung zu den Kompe-
tenz-Anforderungen.

** Es gibt nur marginale Anderungen zwischen den Schulformen.
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3 Aufgabenstellung

Tabelle 3 —22. Kerncurricula Nordrhein-Westfalen: Inhaltliche Kompetenzen nach Sekundarstufe |

(Mittlerer Schulabschluss) in Aufgaben aus MSA und MSA-Gy:

MSA MSA-Gy

A Arithmetik / Algebra
Schilerinnen und Schiler besitzen einen Begriff von Zahlen, Gré3en und ihren Darstellungen,

L operieren sicher mit ihnen und verwenden die Symbolsprache der Mathematik sachgerecht. 0 0
Sie verwenden Zahlen je nach Situation in unterschiedlichen Darstellungsformen (als Bruch, Dezi-

2 . . ; - ; . 1 0
malzahl; Prozentzahl und in Zehnerpotenzschreibweise), ordnen und vergleichen sie.

3 Sie rechnen mit rationalen und irrationalen Zahlen, nutzen Rechengesetze und systematisches 0 0
Z&hlen.
Sie arbeiten in Anwendungszusammenhéngen sachgerecht mit Zahlen, Gré3en und Variablen und

4 = N N 6 3
fuhren Schatzungen und Naherungsrechnungen durch.
Sie I6sen lineare Gleichungen und Gleichungssysteme, quadratische und einfache exponentielle

5 . ) ) : 3 3
Gleichungen rechnerisch, grafisch oder durch Probieren.

F Funktionen
Schilerinnen und Schiiler besitzen ein grundlegendes Verstandnis von funktionaler Abhangigkeit

1 und nutzen ihre Kenntnisse zum Erfassen und Beschreiben von Beziehungen und Veranderungen 0 0
in Mathematik und Umwelt.
Sie stellen funktionale Zusammenhénge, insbesondere lineare und quadratische, exponentielle

2 Funktionen, Sinusfunktionen, in sprachlicher Form, in Tabellen, als Grafen und in Termen dar und 2 3
interpretieren sie situationsgerecht..
Sie identifizieren proportionale und antiproportionale Zuordnungen, wenden Dreisatz, Prozentrech-

3 . ) i 1 2
nung und Zinsrechnung an und rechnen mit Maf3staben.

4  Sie grenzen lineares und quadratisches Wachstum an Beispielen voneinander ab. 0 0

G Geometrie
Schilerinnen und Schuler erfassen Formen der Ebene und des Raumes und ihre Beziehungen in

1 mathematischen Zusammenh&ngen sowie in der beobachteten Wirklichkeit und charakterisieren 0 0
sie anhand ihrer grundlegenden Eigenschaften.
Sie beschreiben ebene Figuren (Vielecke, Kreise) und Korper (Prismen, Zylinder, Kugeln, Kegel,

2 Pyramiden), Lagebeziehungen und grundlegende Symmetrien mit angemessenen Fachbegriffen 0 0
und identifizieren sie in ihrer Umwelt.

3 Sie zeichnen und konstruieren ebene geometrische Figuren (auch im Koordinatensystem), skizzie- 3 3
ren Schragbilder, entwerfen Netze von Kdrpern und stellen Kérpermodelle her.

4  Sie schatzen und bestimmen Winkel, Langen, Flacheninhalte, Oberflachen und Volumina. 3 2
Sie berechnen GréRen und begriinden Eigenschaften von Figuren mit Hilfe von Symmetrie, einfa-

5 chen Winkelsatzen, Kongruenz, Ahnlichkeit, trigonometrischen Beziehungen, dem Satz des Thales 2 2
und dem Satz des Pythagoras.

S Stochastik
Schlerinnen und Schuler erheben statistische Daten und werten sie aus. Sie beschreiben und

1 g Al o - - . 0 0
beurteilen zuféllige Ereignisse mit mathematischen Mitteln.

2 Sie planen statistische Erhebungen, nutzen Methoden der Erfassung und Darstellung von Daten 0 0
(Saulen- u. Kreisdiagramm, Boxplot) und bewerten Darstellungen kritisch.

3 Sie bestimmen relative Haufigkeiten, Mittelwerte (arithmetisches Mittel, Median) und Streumal3e 1 1
(Spannweite, Quartil) und interpretieren diese.
Sie bestimmen Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Laplace-Regel, Baumdiagrammen und Pfadre-

4 geln, nutzen Haufigkeiten zum Schéatzen von Wahrscheinlichkeiten und Wahrscheinlichkeiten zur 6 5

Vorhersage von Haufigkeiten.

Man erkennt nun bereits einige charakteristische Liicken, d.h. Kompetenz-Anforderun-
gen, die nicht durch Aufgaben abgedeckt sind. In jeder Priifung miissen schon aus Zeit-
griinden solche Liicken auftreten. Hier gehen sie zudem auf die vom Ministerium fiir Schu-
le und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen gemachten Vorgaben zuriick. Die
belegten Kompetenz-Anforderungen entsprechen recht genau den Vorgaben (s.o.). Es zeigt
sich wieder das Fehlen einerseits der auf mathematisch Beschreibung und Durchdringung
ausgerichteten Kompetenzen in der Geometrie und anderseits der kovariaten Funktions-

auffassung.

Um an die inhaltliche Breite der ZP-10 heranzukommen, ist eine genauere Identifizie-
rung noétig, die nur fir die MSA-Priifung in Tab. 3-24 erfolgen wird. Dazu legen wir einen
detaillierteren Stoffkatalog zugrunde. Dieser wurde in dhnlicher Form bereits bei der
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Uberpriifung der curricularen Validitit der TIMSS-Aufgaben benutzt (Baumert & al., 1997;
J. Neubrand & M. Neubrand, 1998; J. Neubrand, 2002, Manual). Es ist von uns hier gering-
fiigig erweitert worden, um einige spezielle zusatzliche Aspekte zu erfassen. Dieses Schema
ist in wechselnden Varianten immer wieder zur Einschatzung der curricularen Validitat
von Vergleichstests benutzt worden. Es umreifdt gewissermafden einen maximalen Stoffka-
talog fiir Mathematik in der Sekundarstufe 1.

Tabelle 3 — 23. Stoffgebiete der Sekundarstufe | detailliert:

1 Grundrechenarten (Zahlbereiche)
Naturliche Zahlen
Ganze Zahlen
positive rationale Zahlen: gewdhnliche Briiche, Dezimalbriiche
rationale Zahlen
reelle Zahlen

2 Prozentrechnung
Begriff Prozent
Grundaufgaben Prozentrechnung
Zinsrechnung
Zinseszinsrechnung
gewdhnlicher Dreisatz (kein Prozent) - allgemeines lineares Denken

3 Rechengesetze / Terme / Termumformungen
Werte von Termen / Berechnung nach Einsetzen von Zahlen
Umformung von einfachen Termen, z.B. Distributivgesetz
Binomische Formeln
Bruchterme
Terme mit Potenzen
Terme mit Wurzeln

4 Gleichungen und Gleichungssysteme
Gleichungen / linear
Gleichungen / Bruchgleichungen
Gleichungen / quadratisch
Lineare Gleichungssysteme

5 Ungleichungen
Ungleichungen / linear
Ungleichungen / Bruchgleichungen
Ungleichungssysteme / linear
Ungleichungen und Ungleichungssysteme / graphische Lésung

6 Funktionen und Graphen (siehe 11. und 12 fiir exponentielle und trigonometrische Funktionen)
Zuordnungsbegriff, Wertetabelle
Funktionen / proportional
Funktionen / antiproportional
Funktionen / linear
Funktionen / quadratisch
Funktionen / andere: zusammengesetzt, Treppenfunktionen, usw.

7 Ebene Geometrie
Koordinaten - Punkte bestimmen oder ablesen
elementare Langenbestimmung in Figuren
Zeichnen von Figuren
Winkelberechnung, Winkelsatze
Streckenteilung, Strahlensatze
Dreiecke
Dreiecke / Winkelsumme
Dreiecke / Kongruenzsétze und Dreieckskonstruktionen
Dreiecke / Mittelsenkrechten, Héhen usw.
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Dreiecke / Flachenberechnung

Ahnlichkeitssétze an Dreiecken

Flachensatze am rechtwinkligen Dreieck (Pythagoras, usw.)
Vierecke

Rechtecke / Flachenberechnung

Vierecke allgemein / Flachenberechnung

Vierecke / Eigenschaften der besonderen Vierecke
Rechtecke / Umfang

Vielecke

Kreise

Kreise / Umfang

Kreise / Flachenberechnung

8 Geometrische Abbildungen
Translationen
Drehung
Punktspiegelung
Achsenspiegelung
Verkettung von (Kongruenz-)Abbildungen
Scherung, inhaltsgleiche Flachen
Ahnlichkeitsabbildungen

9 Raumliche Geometrie, einfache geometrische Kérper
raumliche geometrische Beziehungen allgemein
raumliche geometrische Beziehungen - Netze
Geometrische Korper / Zeichnen
Geometrische Korper / Volumen
Geometrische Korper / Oberflache

10 Stochastik
Statistik / beschreibend: graphisch, Tabellen, Mittelwert, Median etc.
Statistik / beurteilend
Wahrscheinlichkeit
Kombinatorik

11 Exponentialfunktionen
Informell: exponentielle Prozesse
Exponentialfunktion
Logarithmen

12 Trigonometrie

Trigonometrische Beziehungen
Trigonometrische Funktionen

Kreuzt man nun diesen detaillierten Stoffkatalog mit den Anforderungen im Kerncurri-
culum in Nordrhein-Westfalen (jetzt exemplarisch nur noch die MSA-Aufgaben zugrunde
gelegt; die Aufgaben aus MSA-Gy zeigen nur ganz geringe Abweichungen, da ja vieles iden-
tisch ist), so erkennt man, an welchen konkreten Inhalten bestimmte Kompetenzen in den
ZP-10-Priifungen (MSA) erfasst wurden.
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Tabelle 3 - 24.

detaillierter Stoffkatalog

Detaillierte Stoffgebiete der Sekundarstufe | (nach Tab. 3-23) in den Kompetenz-Anforderungen im Kerncurriculum Nordrhein-Westfalen
Ende Sekundarstufe I: Anzahlen von Aufgaben in der MSA-Priifung, die diese Stoffe und Kompetenzen realisieren:

A4: in Anwen-
dungszusam- Ab: Gleichun-
menhéangen gen losen:
mit Zahlen, linear, quadr.,
GroRen etc. exp.
arbeiten

A2: verwenden
Zahlen in un-
terschied-
lichen Darstel-
lungsformen

F2: stellen
funktionale
Zusammen-
hange her

F3: identifizie-
ren prop. Zu-
ordnungen,
rechnen mit
MaRstében

G3: zeichnen
und konstruie-
ren ebene
Figuren

G4: schatzen
und bestim-
men Winkel,
Lange, Flache,
Volumen

G5: berechnen
Groélen, ...,
Pythagoras

S3: bestimmen S4: bestimmen

Haufigkeiten,
Mittelwerte,
StreumaRe

und schéatzen
Wahrschein-
lichkeiten

Aufgabe 1

gewohnlicher Dreisatz

Werte von Termen nach
Einsetzen

rauml. Geom. / Netze
rauml. Geom. / Vol.
beschreibende Statistik
Wahrscheinlichkeit

2

1

Aufgabe 2

gewodhnlicher Dreisatz

rechtwinklige Dreiecke
(Pythagoras)
Rechtecke / Flache
Kreise / Flache

Aufg.3

pos. rationale Zahlen

Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 4

Gleichung quadratisch
Funktion quadratisch

Koordinaten - Punkte
ablesen

rechtwinklige Dreiecke
(Pythagoras)

gesamt
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Einige zusdtzliche Einschrankungen werden nun sichtbar. Beispielsweise beschranken
sich Zeichnen und Konstruieren geometrischer Figuren auf das Beurteilen der Korrektheit
von Quadernetzen. Bei der Kompetenz ,Losen von Gleichungen kommen faktisch nur
(sehr einfache) quadratische Gleichungen vor und mit der ,Schrittmafdregel“ eine lineare
Gleichung. Letzteres ist aber - von Standpunkt der mathematischen Fertigkeiten des Schii-
lerinnen und Schiiler aus betrachtet —-eher von der Art, dass probierend Werte eingesetzt
werden, denn die Gleichung ,gel6st wird.

Nicht verschwiegen werden soll allerdings, dass es generell gerade auch bei den inhaltli-
chen Zuordnungen immer Ambiguitdten gibt. Teilweise konnen Kompetenzen oder Stoff-
bereich nicht klar getrennt werden; so ist die Unterscheidung zwischen den im Kerncurri-
culum genannten Kompetenzen G4 und Gs in Einzelfdllen recht schwierig zu treffen. Diese
Ambiguitaten rithren aber auch aus moglichen unterschiedlichen inhaltlichen Akzentuie-
rungen her, etwa davon, ob man eine Aufgabe zur Prozentrechnung eher unter arithmeti-
schem oder eher unter dem Aspekt der funktionalen Abhangigkeit sehen will. Am schon
erwdhnten Beispiel der Aufgabe ,Schrittmafiregel“ kann diese tendenzielle Unbestimmt-
heit gut sichtbar werden:

MSA-1d - ,,Schrittmaliregel*

d) Fiir den Bau von Treppen verwendet man haufig
die folgende ,,SchrittmaBregel* (siehe Skizze): “".
x+2y=63cm '

Gib ein Wertepaar fiir X und y an, das die Gleichung
erfiillt und fiir den Bau einer Treppe sinnvoll ist.

F 3
Y

¥

Von dem, was Schiilerinnen und Schiiler tatsdchlich durchzufiihren haben, her gedacht,
ist es eine Aufgabe, die nach Werten von Termen fragt und das Berechnen nach Einsetzen
von Zahlen in einem Term erfordert (detaillierter Stoffkatalog 3/1). Als Basisidee steht hin-
ter dieser Aufgabe aber die funktionale Abhangigkeit als Konzept. Aber diese Abhdngigkeit
selbst wird nicht explizit thematisiert. Als Kompetenz kann man am ehesten, das probie-
rende Losen von Gleichungen heranziehen. Auch an dieser Aufgabe zeigt sich also die so-
eben konstatierte verfeinerte Auflosung der Kompetenzen im Kerncurriculum durch detail-
lierte Stoffkataloge.

5 Curriculare Wissensstufe

Bei den zentralen Priifungen ZP-10 handelt es sich um Abschlusspriifungen, die sich
zwar zundchst ,auf den Unterricht in den Jahrgangsstufen 9 und 10“ beziehen sollen, so die
Erlduterungen in den ,Vorgaben“ des Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Lan-
des Nordrhein-Westfalen. Nach diesen Vorgaben konnen aber ,fiir ihre Bearbeitung [...]
auch Kompetenzen erforderlich sein, welche die Schiilerinnen und Schiiler in den zuriick-
liegenden Schuljahren erworben haben®.

Inwieweit auf ein breit gestreutes Kenntnisfeld aus der gesamten Schulzeit zuriickgegrif-
fen wird, kann eine Variable erfassen, die bereits bei der Analyse der ersten PISA-
Ergebnisse gebildet wurde (Neubrand & al., 2002), die ,curriculare Wissensstufe“. Hierbei
wird grob unterschieden zwischen Aufgaben, die allein auf Grundkenntnisse aus der
Grundschule(einschlielich Klasse 4) zuriickgreifen, Aufgaben, die einfaches Wissen aus
der Sekundarstufe I beinhalten (einschliefflich Bruchrechnen und Prozentrechnung), sowie
Aufgaben, die anspruchsvolleres Wissen aus der Sekundarstufe voraussetzen. Dies ist eine
andere Gliederung des inhaltlichen Zuschnitts der Aufgaben, als die bisher betrachteten,
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weil sie auf die curriculare Herkunft der jeweiligen Inhalte abzielt, nicht auf die Inhalte
selbst. Ein kumulativer Kompetenzaufbau im Mathematikunterricht hat stets auch die
Funktion, curricular tibergreifende Angebote zu machen. Hier aber geht es um einen An-
schlusspriifung. Es zeigt sich das erwartete Bild zwischen dem HSA- und dem MSA-
Bereich:

Tabelle 3 — 25. Curriculare Wissensstufe der Aufgaben (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA
und MSA-Gy):
curriculare Wissensstufe HSA MSA MSA-Gy
. . - Anzahl 10 3 3
Grundkenntnisse aus der Grundschule (einschlie3lich Klasse 4)
% 38,5% 10,7% 12,5%
) ) Anzahl 12 9 5
Einfaches Wissen aus der Sekundarstufe |
% 46,2% 32,1% 20,8%
) Anzahl 4 16 16
Anspruchsvolleres Wissen aus der Sekundarstufe |
% 15,4% 57,1% 66,7%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Um zu diesem Gesichtspunkt der Aufgabenanalyse einen Vergleichsmafdstab zu gewin-
nen, kann man auf die ausfithrlichen Analysen von real gestellten Aufgaben in Deutschland
im COACTIV-Projekt verweisen (Jordan & al., 2008). Dann zeigt sich, dass die ZP-10 sich
ganz konform zu dem in Deutschland insgesamt iiblichen Aufgabenbestand verhdlt. In der
COACTIV-Analyse, einer reprisentativen Ubersicht iiber die Aufgaben im deutschen Ma-
thematikunterricht, wiesen ndmlich Aufgaben in den Klassenarbeiten, im Unterricht und
in den Hausaufgaben des 10. Schuljahrs generell hohere curriculare Wissensstufe auf als die
Aufgaben des internationalen und (etwas schwdcher ausgepragt) nationalen PISA-Tests
auf. Das bedeutet, dass nur wenige Aufgaben gestellt werden, die auf zuriickliegende curri-
culare Stufen zugreifen. PISAs literacy-Ansatz hingegen nimmt bewusst auch curricular
einfache Stoffe auf, ohne dass diese i.a. auf leichtere Aufgaben fithren (Neubrand & al.,
2002). Bei unserer Analyse ist jedoch in Rechnung zu stellen, dass wir es mit einer Ab-
schlusspriifung mit ,high stakes“-Charakter zu tun haben. Eine solche muss naturgemaf3
einen starkeren curricularen Bezug aufweisen.

3.2.5 Mathematisches Modell und seine Verarbeitung: Facetten des inhaltli-
chen Anspruchs in der Aufgaben

Die folgenden Merkmale der in der ZP-10 gestellten Aufgaben vertiefen die bisherigen
inhaltlichen Analysen. Sie sagen etwas aus tiber die kognitive Qualitdat der im mathemati-
schen Modell der Aufgabe zu aktivierenden Inhalte. Es wird damit der in den Aufgaben
realisierte inhaltliche Anspruch ndher eingegrenzt. Zu diesen Aspekten gehoren die in der
Aufgabe angesprochenen Zahlbereiche und Grofien, sowie der Umgang mit den zentralen
mathematischen Begriffen Variable und Funktion. Zentral ist zudem die Frage, inwieweit
eine Aufgabe auf der Ebene der konkreten Angaben bleibt oder zu allgemeinen Beschrei-
bungen aufsteigt.

1 Zahlbereiche und Spezialisierungen innerhalb der Zahlbereiche

Ein spezieller Inhaltsaspekt ist, welche Zahlbereiche in den Aufgaben als Grundmenge,
Koeffizientenbereich oder Losungsmenge auftreten. Wir notieren stets den umfassendsten
Zahlbereich, der in einer Aufgabe benétigt wird. Aussagekraftig werden die Ergebnisse aber
erst, wenn man gewisse Einschrankungen innerhalb der gewo6hnlich genannten Bereiche
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der natiirlichen, ganzen, rationalen bzw. reellen Zahlen beriicksichtigt. Diese Einschran-
kungen konnen den Betrag der Zahlen, aber auch deren algebraische Kompliziertheit be-
treffen. Jeweils zeigen solche Spezialsierungen, wie weit die Spannweite eines Zahlbereichs
tatsachlich ausgenutzt wird.

Tabelle 3 — 26. Zahlbereiche (hierarchisch) und Spezialisierungen innerhalb der Zahlbereiche
(nach den Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy):
Zahlbereiche HSA MSA MSA-Gy
L Anzahl 15 5 2
Naturliche Zahlen
% 57,7% 17,9% 8,3%
) Anzahl 6 10 8
Rationale Zahlen
% 23,1% 35,7% 33,3%
Anzahl 3 9 9
Reelle Zahlen
% 11,5% 32,1% 37,5%
. A Anzahl 2 4 5
Zahlen nicht relevant fur die Aufgabe
% 7,7% 14,3% 20,8%
gesamt Anzahl 26 28 24
Spezifizierungen innerhalb der Zahlbereiche
- . Anzahl 8 2 0
Naturliche Zahlen: kleiner als 100
% 30,8% 7,1% ,0%
- . Anzahl 4 2 1
Nattrliche Zahlen: zwischen 100 und 1000
% 15,4% 7,1% 4,2%
! I . . . Anzahl 3 0 0
Rationale Zahlen: nur gangige Briiche mit kleinen Nennern
% 11,5% ,0% ,0%
) . . . Anzahl 2 2 1
Rationale Zahlen: nur einfache Dezimalbriiche
% 7,7% 7,1% 4,2%
_ Anzahl 1 2 2
Irrationale Zahlen: nur T % 3.8% 7.1% 8.3%
Irrationale Zahlen: nur einfache Quadratwurzeln (Radikand unter 10 Anzahl 1 1 0
oder Quadratzahl) % 3,8% 3,6% ,0%
. ) . . . Anzahl 5 15 15
keine der genannten Einschréankungen in den Zahlbereichen
% 19,2% 53,6% 62,5%
. - Anzahl 2 4 5
Zahlen nicht relevant fur die Aufgabe
% 7,7% 14,3% 20,8%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

In der Tat beobachtet man, jedenfalls auf3erhalb von MSA-Gy, eine gewisse Einschran-
kung bei den Zahlbereichen. Besonders auffallig ist dies bei der HSA-Priifung. Verstandlich
ist zwar, eine zentrale Priifung nicht kiinstlich durch komplizierte Zahlen technisch aufzu-
laden. Anderseits erfasst man eben einen Zahlbereich nur dann voll, wenn auch eine gewis-
se Breite ausgenutzt wird. Eine Aufgabe ist in der Regel umso leichter, je eingeschrankter
ein Zahlbereich vorkommt (Maier & Schubert, 1978).

2 Typen von GréfSen: diskret vs. stetig, extensiv vs. intensiv

Fiir den kognitiven Anspruch von Aufgaben ist auflerordentlich bedeutend, ob die darin
vorkommenden Grofien diskret oder stetig, extensiv oder intensiv sind. Bei sonst gleicher
mathematischer Struktur sind Aufgaben mit stetigen Grofden anspruchsvoller als mit dis-
kreten, und ebenso Aufgaben mit intensiven Grofden schwieriger als solche mit extensiven
(Bassok & Holyoak, 1989). ,Stetig“ sind z.B. die Grofienbereiche fiir Lingen und Zeiten,
ydiskret“ Stiickzahlen und Geldeinheiten; ,extensive“ Grofden sind z.B. Langen und Fla-
cheninhalte, ,intensive“ Grof3en beispielsweise Dichte, Geschwindigkeit und alle Raten, bei
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denen eine Grofde auf eine andere bezogen wird. Eine besondere Art intensiver ,Grofien
sind daher die Wahrscheinlichkeiten; sie sind dimensionsfreie Zahlen und werden deshalb
in der Tab. 3-27 nicht erwahnt. Unterscheidungen nach dem Charakter der Grofden sind
gerade in der Sekundarstufe I relevant. Je beide Typen sollten nach Moglichkeit ausgewo-
gen berticksichtigt sein.

Tabelle 3 — 27. GroRen in den Aufgaben: stetig vs. diskret / extensiv vs. intensiv (nach den Pri-
fungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy):
stetig vs diskret HSA MSA MSA-Gy
. . Anzahl 9 17 15
Stetige Grol3en
% 34,6% 60,7% 62,5%
. N Anzahl 14 2 2
Diskrete Grofzen
% 53,8% 7,1% 8,3%
o Anzahl 3 9 7
trifft nicht zu
% 11,5% 32,1% 29,2%
gesamt Anzahl 26 28 24
extensiv vs. intensiv
. . Anzahl 18 16 14
Extensive Gro3en
% 69,2% 57,1% 58,3%
. . R Anzahl 7 2 2
Intensive (relationale) Grofzen
% 26,9% 7,1% 8,3%
e Anzahl 1 3 3
trifft nicht zu
% 3,8% 10,7% 12,5%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Auffallend ist ein gewisses Ubergewicht extensiver Gréflen im MSA-Bereich. Gerade die
intensiven Grofden sind es aber, die beim Ubergang in der Sekundarstufe II als Vorausset-
zung fir das Verstehen von funktionalen Anhdngigkeiten und vor allen des Begriffs Stei-
gung (Ableitung; Anderungsrate) gebraucht werden.

3 Variablenaspekte

Ahnlich wie bei den Zahlbereichen kann auch die Verwendung von Variablen spezifi-
sche Teile des inhaltlich-kognitiven Anspruchs von Aufgaben anzeigen. Variablen kénnen
unter verschiedenen Aspekten betrachtet werden (Malle, 1993): Aspekte der Unbekannten
und der Veranderlichen, der Parameteraspekt (,Formvariable“), der Einsetzungsaspekt. Fir
den inhaltlich-kognitiven Anspruch einer Aufgabe interessant ist es, ob in ihr nur ein Vari-
ablen-Aspekt vorkommt oder mehrere Aspekte gleichzeitig realisiert sind. Z.B. kommt in
der Algebra bei Gleichungen mit einer Unbekannten und Zahlen als Koeffizienten nur ein
Aspekt, der Unbekanntenaspekt fiir ,x“ vor, bei Gleichungen mit Parametern als Koeffi-
zienten sind hingegen beide Aspekte enthalten, der Unbekannten- und der Parameter-
aspekt. Letzteres kann zwar umformungstechnisch auch nicht schwieriger sein, stelle aber
die Aufgabenléser doch vor die Uberlegung, wie Variable und Parameter auseinanderzuhal-
ten sind. Analog kommt in der Geometrie kommt bei Berechnungen mit Formeln i.a. nur
ein Aspekt vor, namlich der Einsetzungsaspekt; bleibt aber eine der Grofden unbestimmt,
geht es um den Typ eines Korpers, nicht um ein konkretes Beispiel.

Je mehr Variablenaspekte in Aufgaben zu aktivieren sind, desto anspruchsvoller wird
der Aufgabenbestand.
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Tabelle 3 — 28. Variablenaspekte (nach den Prufungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy):
Variablenaspekte HSA MSA MSA-Gy
. . . . Anzahl 24 22 16
kein Variablenaspekt ist realisiert
% 92,3% 78,6% 66,7%
. . e . Anzahl 2 5 7
nur ein Aspekt des Variablenbegriffs ist realisiert
% 7,7% 17,9% 29,2%
. . = Anzahl 0 1 1
mehrere Variablenaspekte kommen gleichzeitig vor
% ,0% 3,6% 4,2%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Die kleinen Zahlen in der dritten Zeile zeigen an, was sich auch schon durch die vorange-
henden Analysen andeutete, dass dem Funktionsbegriff keineswegs die Bedeutung zuge-
messen wird, die er — an sich und in seiner Bedeutung fiir den Ubergang in die Sekundar-
stufe II —hat. Tatsidchlich werden nur in der folgenden Aufgabe zwei Variablenaspekte
angesprochen: Es spielt hier neben dem Verdnderlichenaspekt auch der Parameteraspekt
einen Rolle, denn die Entscheidung muss dariiber fallen, wie die in den Gleichungen vor-
gegebenen Parameter auf die Gestalt der Kurve wirken.

MSA-4d1) und MAS-Gy-4al) - ,,Hangebriicken*
Der Verlauf des Stahlseils zwischen den Briickenpfeilern kann anndhernd durch eine
Parabel beschrieben werden.

y F 3
Male inm
P » (200/80)
1 . P, (200/80)
B(0[5)
1 1 .
T 1 T T | T >
-300 -200 -100 0 100 200 300
Eine der folgenden Funktionsgleichungen gehort zu der Parabel, die den Verlauf des
Stahlseils beschreibt.
A B C
y=-0,001875x*+5 y=0,001875%*+5 y=0,001875-x* -5
dl) Notiere den zugehorigen Losungsbuchstaben in deinen Unterlagen.

Allerdings zeigt sich im nachsten Aufgaben-Merkmal, dass der Funktionsbegriff selbst nur
eingeschrinkt genutzt wird.

4 Thematisierung funktionaler Abhéngigkeit

Unter dem generellen Aspekt des kognitiven Anspruchs einer Aufgabe ist es wichtig, ob
der fiir die Mathematik zentrale Funktionsbegriff explizit thematisiert wird. Wir gehen hier
restriktiv vor und suchen nur nach solchen Aufgaben, in denen die ,Ko-Variations-
Grundvorstellung“ (vom Hofe, 1995; Biichter & Henn, 2009, S. 34) als solche verankert ist:
Was dndert sich bei einer (abhdngigen) Grofde, wenn eine andere (unabhdngige) Grofie
verandert wird? Nicht unter die hier gemeinte Thematisierung funktionaler Abhédngigkeit
fallen demnach das Einsetzen von Werten in Formeln, die Verwendung von Funktionen
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zur statischen Beschreibung von Kurven, wie bei den Aufgaben iiber Hingebriicken oder
sogar bei der Korbwurfaufgabe (MSA-Gy-3c¢). Bei den letztgenannten Aufgaben wird nicht
ausdriicklich angesprochen, wie sich die Hohe andert, wenn der Ort verschoben wird; Ort
und Hohe treten jeweils als statische Grofden auf.

Es verbleibt dann in jeder der drei Priifungsvarianten genau eine Aufgabe, die der expli-

ziten Thematisierung funktionaler Abhédngigkeiten im Sinne der Kovariation gewidmet ist.
In der HSA-Priifung ist es die Aufgabe tiber die Schwimmbad-Tarife:

HSA-4a) - ,,Freizeitbad*
Die Eintrittspreise im Freizeitbad WATERWORLD werden nach der folgenden Regel

berechnet:

- Bis 2 Stunden: 6,00 €
- Fiir jede weitere angefangene Stunde zusitzlich: 2,00 €

a) Welches Schaubild stellt die Eintrittspreise am besten dar?
Notiere den Lésungsbuchstaben in deinen Unterlagen.

® .0 .0 .0
N

Zeit Zeit Zeit Zeit

Kosten
Kosten
Kosten
Kosten

Bei dieser Aufgabe ist ein rein typmafiges Urteil tiber eine Funktion als Ganzes zu fal-
len: Welche Art von funktionaler Abhangigkeit ist in den beiden Reprisentationsformen
(textlich, graphisch) zum Ausdruck gebracht? Es geht hier tatsachlich um eine Realisierung
der Vorstellung ,Kovariation“: Wenn eine immer langere Zeit im Schwimmbad verbracht
wird, wie andert sich dann (qualitativ) der Eintrittspreis?

In der MSA- und MSA-Gy-Priifung ist die schon erwdahnte Aufgabe tiber Treppen als

einziges Beispiel zu nennen:

MSA-1d - ,,Schrittmaliregel*
d) Fiir den Bau von Treppen verwendet man haufig
die folgende ,,SchrittmaBregel* (siehe Skizze): .

X+2y=63cm

Gib ein Wertepaar fiir X und y an, das die Gleichung E—
erfiillt und fiir den Bau einer Treppe sinnvoll ist.

A
Y

Auch wenn fiir Schiilerinnen und Schiiler wohl eher die Verfahren des Ausprobierens
und Einsetzens im Vordergrund stehen werden, so ist doch damit ein Einstieg in das Er-
kennen kovariater funktionaler Abhangigkeiten realisiert, und hier sogar in doppelter Rich-
tung: Wenn eine gewisse, sinnvolle Treppenbreite vorgegeben wird, dann liegt die zugeho-
rige Hohe fest, wenn die Stufenh6he der Treppe festliegt, etwa durch die Anzahl der Stufen
und die Geschosshohe, dann muss man / sollte man (dass es sich um eine Faustregel han-
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delt, kommt im Text nicht klar zum Ausdruck) eine gewissen Treppenbreite einhalten.
Allerdings sind noch weitergehende, die Kovariations-Vorstellung betonende Fragen, etwa
wie sich y bei Gelten der Schrittmafiregel andern wird, wenn x um einen bestimmten Be-
trag verandert wird, nicht angesprochen.

5 Mathematisches Modell fiir konkreten oder allgemeinen Fall

Inhaltlich-kognitive Anspriiche kommen in der Mathematik hdufig insofern zum Aus-
druck, dass in einer Aufgabe ein konkreter oder ein allgemeiner Fall zu diskutieren ist. Es
kann in der Aufgabe entweder gefordert sein, das mathematische Modell nur fiir ein kon-
kret-numerisches Beispiel zu bilden, oder es konnen in die Bildung des Modells bereits
allgemein-strukturelle Gesichtspunkte eingehen. Das mathematische Wissen ist dann ,abs-
trahiert®, es bleibt nicht abstrakt (Renkl, 1991, 1996).

In der weitaus tiberwiegenden Zahl sind in der HSA-Priifung konkrete Fille zu behan-
deln. Die einzige Ausnahme in der HSA-Priifung ist die schon vorgestellte Aufgabe HSA-4a
- ,Freizeitbad®, in der allgemein, d.h. ohne Gro6fdenangaben, iiber den Typ der Eintritts-
preis-Funktion zu urteilen ist.

Die MSA-Priifungen enthalten zu mehr als % konkrete Aufgaben, aber eben in einigen
Aufgaben (5 in MSA und 6 in MSA-Gy) auch die Anwendung des mathematischen Wissens
auf allgemeine Falle. So ist z.B. im ersten Priifungsteil (MSA-1b und MSA-Gy-1b) tiber die
Korrektheit von Quadernetzen zu entscheiden, ohne dass konkrete Maf3angaben gemacht
werden. Man muss nur die ,allgemeine” Relation ,gleich“ zwischen gewissen Kantenlangen
heranziehen. Die Aufgabe zur Schrittmafiregel fiir Treppen changiert wohl eher zwischen
konkret und allgemein.

Eine typische ,allgemeine Aufgabe“ ist die Korbwurf-Aufgabe®, in der ohne dass man
numerische Grofden vorgegeben hitte - man muss sogar in der Aufgabe das Problem be-
handeln, wie man konkrete Grofden durch Einzeichnen eines geeigneten Koordinatensys-
tems tiberhaupt ins Spiel bringen kann - der Gang einer Rechnung zu entwerfen ist:

MSA-Gy-3c - ,,Korbwurf*

Um die Technik der Spieler weiter zu verbessern,
werden die Wiirfe mit Hilfe eines Videogerétes
aufgezeichnet. Hier siehst du eine sogenannte
Stroboskopaufnahme, bei welcher der Ball an
verschiedenen Positionen in der Luft gezeigt
wird.

Flugbahnen von Billen kdnnen néherungsweise
durch quadratische Funktionen beschrieben werden.
Aus dem Bild kann bestimmt werden, ob der Ball
in den Korb treffen kann oder nicht.

Beschreibe — ohne zu rechnen — ein mogliches Vorgehen, mit dem das untersucht
werden kann. Nenne auch die dazu notwendigen mathematischen Methoden.

%% In diesem Sinne strukturgleich ist auch die Aufgabe MSA-3c bzw. MSA-Gy-3b.
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3.2.6 Hinweise zum Verarbeiten des mathematischen Modells:
Anweisungen, gegebene und erwartete Lésungsvielfalt sowie
Repriisentationsformen

Auch der Verarbeitungsprozess (Abb. 3-2) kann durch die Aufgabenstellung bereits vor-
gesteuert werden. Je detaillierter die Anweisungen, die fiir die Verarbeitung ausgegebene
werden, desto mehr sind die Schiilerinnen und Schiiler im freien Loseverhalten einge-
schrankt. Anweisungen werden sich zwar nie vermeiden lassen, und es ware auch gar nicht
sinnvoll, das stets zu vermeiden, dennoch ist eine Balance zwischen genauer Anweisung,
was zu tun ist, und dem Zulassen freier Entscheidungen fiir die Bearbeitung einzuhalten.
Weiter ist zu betrachten, ob man wirklich die gesamte Durchfiihrung des gesuchten ma-
thematischen Modells bis hin zu einer konkreten Losung verlangt, oder ob man sich mit
einer Beschreibung dessen zufrieden gibt, was fiir eine vollstandige Ausfiihrung notig sei.
Schliellich gehoren zu den Charakteristika der Aufgabenstellung, die Einfluss auf die Ver-
arbeitung des mathematischen Modells haben auch Fragen, inwieweit eine oder mehrere
Losungswege erwartet werden und in welchen Reprasentationsformen (numerisch, symbo-
lisch, graphisch, etc.) die Aufgabe gestellt ist und die Lésung angegeben werden soll.

1 Grad der Ausfiihrung der Verarbeitung des Modells

Zu den Hinweisen fiir den Verarbeitungsprozess des mathematischen Modells gehort
die Aufforderung, das zu findende oder ggf. auch das vorgegebene mathematische Modell
vollstandig auszuarbeiten und auszufiihren. In der Regel ist eine gestellte Aufgabe so aus-
zuflihren, dass alle Losungsideen und Algorithmen auszufiihren sind, bis einen konkrete
Losung gewonnen ist. Es ist aber auch denkbar, dass die Aufgabenstellung verlangt, das
mathematisch Modell nur zu beschreiben, in variierender Detailliertheit.

In der Tat kommt in der ZP-10 fast immer der Fall der vollstandigen Ausfithrung vor. Es
gibt aber auch zwei Aufgaben, in denen ausdriicklich nur eine Beschreibung ,ohne zu
rechnen” verlangt wird. Dies tritt in MSA-Gy auf bei der schon zitierten Aufgabe ,Korb-
wurf®. Gemeinsam in der MSA- und der MSA-Gy-Priifung ist dieser Fall auch noch bei die-
ser Aufgabe realisiert:

MSA-2¢ und MSA-Gy-2b - ,,Getreidefelder**

Aus dem Flugzeug sieht Jacksons Getreidefeld aus

wie auf der Skizze rechts: Die bewasserten Kreisflachen
sehen griin (hier: weil}) aus, das andere Gelénde ist
braun (hier: grau).

c) Die Flache, die nicht bewassert wird, soll
berechnet werden.

Beschreibe einen moglichen Losungsweg, ohne zu rechnen.

Die Aufgabenlosungen der Schiilerinnen und Schiiler miissen zeigen, wie mit solchen
Aufgaben umgegangen wird. Sie verlangen ja immerhin die Vorwegnahme von Rechnun-
gen, wahrend Schiilerinnen und Schiiler oft das Rechnen an sich als die eigentliche Losung
ansehen. Daher werden solche Aufgaben in Kap. 8 betrachtet.

2 Reprdsentationsform von Aufgabenstellung und verlangter L6sung

Ob eine Aufgabe nur in Worten, mit graphischen Elementen, in symbolischer Schreib-
weise oder weiteren Reprasentationsformen gestellt wird, hat durchaus Einfluss auf das
Losungsverhalten durch die Schiilerinnen und Schiiler. Abgesehen vom Bestreben nach
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einer duferlich attraktiven Aufgabengestaltung, werden je nach Reprasentationsform un-
terschiedliche Informationskandle angesprochen. Es kann durch die Stellung einer Aufgabe
in einer bestimmten Darstellungsform auch ein Wechsel zwischen verschiedenen Modi
gefordert sein, oft — nicht immer - ein Indikator fiir weitergehende kognitive Aktivitdten.

In der ZP-10 werden tatsachlich die Aufgaben in unterschiedlichen Darstellungsmodi
gestellt. Visuelle Elemente - von Photos tiber Zeichnungen, schematische Bilder, Funkti-
onsgraphen, Diagrammen und Tabellen bis hin zu rein geometrischen Figuren - spielen
vor allem im MSA-Bereich eine grofde Rolle:

Tabelle 3 — 29. Visuelle Elemente in der Aufgabenstellung (nach den Prifungsvarianten HSA,
MSA und MSA-Gy):
visuelle Elemente kommen in der Aufgabe vor: HSA MSA MSA-Gy
i Anzahl 15 23 21
J % 57,7% 82,1% 87,5%
. Anzahl 11 5 3
nein
% 42,3% 17,9% 12,5%
gesamt Anzahl 26 28 24
% 100,0% 100,0% 100,0%

Man kann die visuellen Elemente auch noch einzeln aufschliisseln. In den HSA-Auf-
gaben kommt kein Photo vor, bei den MSA Aufgaben sind zwei verschiedene Fotos vor-
handen, auf die sich insgesamt 7 Aufgaben beziehen. Allerdings ist die Funktion der Photos
hierbei ganz unterschiedlicher Natur. In der Aufgabe MSA-1a enthalt das Photo direkt alle
Information, die zur Bearbeitung der Aufgabe notig ist:

MSA-1a - ,,Modellauto*

a) In welchem MaBstab miisste das abgebildete
Modellauto vergrofert werden, damit es ungefahr so grof3
wire wie das Original? Kreuze an!

ol:10 ol:100 ol:1000 o1:10000

Bei den Aufgaben tiber die Hangebriicken ist zwar auch ein Photo beigefiigt, aber es
dient ausschliefllich der Illustration. Alle Informationen, die zur Bearbeitung der folgenden
Aufgaben gebraucht werden, konnen nicht von dort, sondern nur aus der unmittelbar fol-
genden schematischen Zeichnung, die ein visuelles Element zwischen realistischem Abbild
und mathematischem Funktionsgraphen darstellt*, entnommen werden. Sogar die nur im
Text unter dem Photo gegebene Information iiber die Hohe des Befestigungspunktes der
Stahlseile wird dort nochmals (in der Graphik) wiederholt.

*! Es folgen in dieser Aufgabe noch zwei weitere dieser Misch-Darstellungen.
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MSA-4(nur der Stamm) - ,,Hangebrucken**
— - —

Das Foto oben zeigt eine Hangebriicke. Die Stahlseile sind in einer Hohe von 80 m
iiber der Strafle an den Briickenpfeilern befestigt.

Der Verlauf des Stahlseils zwischen den Briickenpfeilern kann anndhernd durch eine
Parabel beschrieben werden.

Malfle in m

P,(2
so-- 2(200/80)

Zusatzlich enthalt die schon zitierte Aufgabe , Korbwurf" in MSA-Gy ebenfalls ein Photo,
aber hier ist die Funktion wieder inhaltlich gepragt: Das Photo ist zusammen mit dem Text
der Aufgabenstellung das zentrale Informationselement in der Aufgabe. Die Schiilerinnen
und Schiiler haben nun selbst das Photo zu einer schematischen Zeichnung umzugestalten,
um die Aufgabe zu l6sen.

Die tiblichen graphischen Darstellungen fiir realititsbezogene Daten kommen im HSA-
Test dreimal vor (2 Balkendiagramme und ein Satz von Kreisdiagrammen), wahrend im
MSA-Bereich nur einmal eine Art Funktionsdiagramm (Abhdngigkeit der relativen Haufig-
keit des Auftretens des Wurfes ,4“ von der Anzahl der Wiirfe - eine Funktion mit einem
diskreten Definitionsbereich; siehe zur mathematischen Problematik dieser Aufgabe weiter
unten) zur Datendarstellung benutzt wird, namlich so:

MSA-1f - ,,Einen Quader werfen*
f) Ein mit den Zahlen ,,1* bis ,,6“ beschrifteter Quader wurde insgesamt 2 000-
mal geworfen.

Das Diagramm zeigt die relative Haufigkeit des Wurfergebnisses ,,4 nach

100, 200, 300, 400 usw. Wiirfen 03

f1)  Wie oft ist die ,,4“ bei 200 Wiirfen s
gefallen? Notiere deine Rechnung.

0.27
0.26
0.25
0.24
0.23

f2)  Gib mit Hilfe des Diagramms einen % o2
Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit an, -

Iative Hiufigkeit der 4

2

dass bei dem benutzten Quader eine ,,4° fallt. o 500 1000 1500 2000
Anzahl der Wiirfe
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Geometrische Figuren in kontextfreier, d.h. hier: von gegenstandlichen Abbildungen
voll distanzierter Form kommen viermal in der HSA-Priifung vor, bei sehr strenger Auffas-
sung nur dreimal; denn die Pyramide in Aufgabe 3 wird als Ergebnis eines konkreten Auf-
klapp-Prozesses bezeichnet. Die Zeichnung selbst ist dann aber ganz im rein-
geometrischen Stil:

HSA-1d (Stamm) - ,,Maren bastelt Sterne*
Wenn Maren alle vier Dreiecke hochklappt, entsteht eine Pyramide.

6 cm

In der MSA-Priifung hingegen gibt es zweimal kontextfreie geometrische Figuren, wobei
die drei Netze in MSA-3b nur einmal gezdhlt werden.

Wir konstatieren also durchaus eine grof3e Vielfalt unterschiedlicher visueller Elemente,
allerdings zu ganz unterschiedlichen Zwecken und mit verschiedenen Funktionen inner-
halb des Aufgabenlosungsprozesses. Es kommen vor allem etliche Mischformen zwischen
Abbild und mathematischer Zeichnung vor; neben den in diesem Abschnitt genannten
Beispielen sind hier vor allem noch die geometrisch anmutenden Bilder von den kreisfor-
migen Getreidefeldern in der MSA-Priifung zu nennen. Diese sind aber eben keine kontext-
freien geometrischen Zeichnungen, sie sind immer noch nah am realen Bild (beispielsweise
aus einen Flugzeug heraus) und haben daher die Funktion eines vorgegebenen ,geometri-
schen Modells*.

Umso verwunderlicher ist es bei dieser Dominanz graphischer Elemente in der Aufga-
benstellung, dass nur bei einer einzigen Aufgabe von den Schiilerinnen und Schiilern tat-
sachlich die eigene Anfertigung eines visuell-graphischen Elements als Losung verlangt
wird. Es ist in der HSA-Priifung die Herstellung dieser Zeichnung:

Sie soll in der Aufgabe ,Maren bastelt Sterne“ das auf das Pappquadrat umgeklappte
Papp-Dreieck zeigen. Im gesamten MSA-Bereich wird - sieht man von der Notwendigkeit
des Einfiigens von Hilfslinien wahrend des Problemldseprozesses ab - keine eigene Pro-
duktion graphischer Elemente verlangt.

3 Vorhandensein von Anweisungen

In nur 3 Aufgaben des HSA-Tests wird auf extra ausformulierte Anweisungen fiir die
Verarbeitung verzichtet; zwei davon betreffen einfaches Ablesen aus Grafiken, eine ist eine
einfache Prozentaufgabe. Ohne Anweisung ist nur 1 Aufgabe der MSA-Priifung, und zwar
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ist es die auch ohne nihere Bestimmung klare (und einfache) Frage MSA-4b - ,Hangebrii-
cke“: ,Wie viele Meter betragt der Abstand a der beiden Briickenpfeiler”. Eine ,kurze Ant-
wort” (siehe 3.2.3) wird erwartet. Niemals im MSA-Gy-Test treten Aufgaben ohne ausfor-
mulierte Anweisungen auf.

,Begriinde!“ kommt explizit formuliert indes nur in 2 der HSA-Aufgaben vor. Ein beson-
ders Defizit zeigt sich bei der Anweisung ,Zeichne!“: Nur die soeben erwdhnte Teilaufgabe
von ,Maren bastelt Sterne“, verlangt von den Schiilerinnen und Schiiler das selbstandige
Zeichnen einer geometrischen Figur.

Die am haufigsten vorkommende Anweisung ist ,Notiere deine Rechnung!“. Diese soll
immer anzeigen, dass man eine vollstindig durchgefiihrte rechnerische Herleitung erwar-
tet. Bei der HSA-Priifung tritt diese Anweisung in 61,5% der Aufgaben auf, in den MSA-
Tests zu 42,9% bzw. 45,8%. Hinzu kommen noch 6 Aufgaben in HSA, 5 bzw. 4 Aufgaben in
MSA bzw. MSA-Gy mit der Anweisung ,Berechne!®, bei denen nur ein Ergebnis erwartet
wird.

4 Eindeutige Losbarkeit, alternative Losungsmaoglichkeiten

Die Tatsache, dass eine Aufgabe mehr als eine offensichtliche Lésungsmoglichkeit hat,
ist durchaus bedeutend fiir die (empirische) Schwierigkeit der Aufgabe (Neubrand & al.,
2002). Dies ist auch einsichtig, denn Aufgaben mit mehreren Losungsmoglichkeiten zeigen
auf einen erweiterten Suchraum, in dem man sich bei der Aufgabenlosung zurechtfinden
muss. Aufgaben mit mehreren Losungswegen und moglicherweise auch mehreren giiltigen
Losungen haben zudem eine Reihe von produktiven didaktischen Eigenschaften (Neu-
brand & Neubrand, 2000), die sie jedenfalls fiir den Gebrauch im Mathematikunterricht
wertvoll machen: Insbesondere regen sie zu einer vertieften Auseinandersetzung mit Inhalt
und Losungsmethode der Aufgabe an. In Priifungssituationen sind die Mdoglichkeiten,
mehrere Losungswege aktiv zu beschreiten zu lassen, naturgemafd eingeschrankt. Mehrere
Losungen wird man nur dann in zentralen Priiffungen in Erwagung ziehen, wenn die Be-
wertung eindeutig zu sichern ist. Dennoch sollte man fragen, welche Elemente einer mog-
lichen Losungsvielfalt (im Weg und im Ergebnis) in den untersuchten Aufgaben der ZP-10
offen gehalten werden.

Der Maximalanspruch, zu einer Aufgabe explizit mehr als einen Losungsweg per Anwei-
sung einzufordern, ist nie in den hier untersuchten zentralen Priifungen 2008 realisiert.
Spezieller kann man fragen, ob in gewissen Aufgaben von vorneherein eine bestimmte Lo-
sungsmethode vorgeschrieben wird. Die Ergebnisse diesbeziiglich sind so:

Die Aufgaben im HSA-Test spezifizieren niemals eine bestimmte Losungsmethode. Das
liegt daran, dass die Aufgaben meist ohnehin jeweils einem Standardverfahren zuzuordnen
sind.

Im MSA-Test finden wir in beiden Varianten 4 Aufgaben (14,3 % im MSA-Test, 16,7 % im
MSA-Gy-Test), die eine bestimmte Methode der Losung vorgeben. Es sind dies zundchst
die drei Aufgaben, die verlangen, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir einen oder zwei pas-
sende Freiwtiirfe im Basketballspiel so berechnet werden, dass man sich des vorgegebe-
nen(!) Baumdiagramms bedient:

- 79 -



3 Aufgabenstellung

MSA-3d und MSA-Gy-3b - ,,Fehler beim Sport*

b) In einem Spiel erhélt ein Spieler zwei Freiwiirfe.
Seine Trefferwahrscheinlichkeit bei jedem Freiwurf in
diesem Spiel betrigt stressbedingt nur noch 70 %.

bl) Trage in die Kédstchen die Wahrscheinlichkeiten
fiir die Aste ein.

b2) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass der Spieler bei beiden Freiwiirfen trifft?
Notiere deine Rechnung.

T,

b

=]

)

(.
) T’<
%
-
) <
(e
T, : Treffer beim ersten Freiwurf

b3) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird er X, -kem Treffer bemn ersten Fremwurf

nur einmal treffen? Notiere deine Rechnung. T; ‘Treffer beim zweiten Frewurf
X -kein Treffer beim zweiten Fremwnrf|

Die Aufgabe ware wohl auch ohne die Vorgabe der Methode ,,Baumdiagramm® 16sbar
gewesen und ggf. auch mit anderen Uberlegungen, wobei aber sicher viele Schiilerinnen
und Schiiler von sich aus genau diese Methode gewahlt hatten. Die vierte Aufgabe mit Vor-
gabe der Methode ist eine Teilaufgabe der umfangreichen Aufgabe tiber Hangebriicken:

MSA-4f und MSA-Gy-4b - ,,Hangebrucken*
Die folgende Abbildung zeigt eine andere Hangebriicke. Die Stahlseile sind in einer
Hohe von 48 m iiber der Stra3e an den Briickenpfeilern befestigt.

L

J U

Das Stahlseil zwischen den Briickenpfeilern hat annéhernd die Form einer Parabel.
Die Funktionsgleichung dieser Parabel lautet y = 0,002-x> + 3 (x und y in Metern).

b) Berechne mit Hilfe der Funktionsgleichung den Abstand zwischen den Brii-
ckenpfeilern. Notiere deine Rechnung.

Die Vorgabe ,mit Hilfe der Funktionsgleichung® zeigt hier allerdings auf etwas geradezu
Selbstverstandliches, denn andere Informationen tiber die Briicke, als die in der Funktions-
gleichung gegebenen, konnen gar nicht herangezogen werden. Die 48 m fir die
Aufhdngehohen sind ja offensichtlich nicht ausreichend.

Bis auf ganz wenige Ausnahmen haben alle Aufgaben zudem eine eindeutige Losung,
d.h. die Angabe von genau einer Zahl, genau einer Aussage, genau einer Figur ist als Lo-
sung anzuerkennen. Die Ausnahmen sind allerdings nicht als ,multipel 16sbare Aufgaben®
in dem Sinne anzusehen, dass die Schiilerinnen und Schiiler sich vollstindig neue Strate-
gien zur Losung ausdenken miissten.

Vielmehr sind es bei zwei Aufgaben einfach formale Griinde, dass man von ,mehreren
Losungen® sprechen muss: Im multiple choice Format ist mehr als eine Option richtig (bei
HSA-2d2 sowie bei MSA-3¢ bzw. MSA.Gy-3a). Nur die HSA-Aufgabe sei daher hier wieder-
gegeben:
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HSA-2d2

der richtigen Aussagen in deinen Unterlagen.
Jeder fiinfte Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.
Jeder zwanzigste Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.

Ein Fiinftel der Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.

o QO w >

20 Arbeitnehmer haben eine Zusatzversicherung.

d2) Welche der folgenden Aussagen treffen zu? Notiere die Losungsbuchstaben

Strukturell sind mehrere Losungen ein Kennzeichen der bereits mehrfach erwdahnten
Aufgabe zum Treppenbau mittels der Schrittmafiregel. Hier ist es auch vom Inhalt der Auf-
gabe her offen, welche der prinzipiell (unendlich) vielen Moglichkeiten bei der Aufgaben-

16sung als ,fiir den Bau einer Treppe sinnvoll“ betrachtet werden:

MSA-1d - ,,Schrittmaliregel*
d) Fiir den Bau von Treppen verwendet man haufig
die folgende ,,SchrittmaBregel* (siehe Skizze):

X+2y=63cm
Gib ein Wertepaar fiir X und y an, das die Gleichung E—

A

erfiillt und fiir den Bau einer Treppe sinnvoll ist.

Problematisch ist das Kennzeichen der eindeutigen Losbarkeit indes bei der folgenden

Aufgabe zu sehen:

MSA-1f - ,,Einen Quader werfen*

mal geworfen.
Das Diagramm zeigt die relative Haufigkeit des Wurfergebnisses ,,4° nach
100, 200, 300, 400 usw. Wiirfen

03

f) Ein mit den Zahlen ,,1* bis ,,6 beschrifteter Quader wurde insgesamt 2 000-

020

f1) Wie oft ist die ,,4* bei 200 Wiirfen

028

0.27

gefallen? Notiere deine Rechnung. v

relative Hiufigkeit der 4

et o to
(SRR Ve

f2)  Gib mit Hilfe des Diagramms einen

oo oo o
S s

Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeit an,

S o=

dass bei dem benutzten Quader eine ,,4 fallt. "o 500 1000
Anzahl der Wiirfe

1500

2000

Die offiziellen Korrekturhinweise des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des
Landes Nordrhein-Westfalen sagen , Akzeptiert werden Werte zwischen 0,245 und 0,255
Das klingt wie das Zulassen eines offenen Losungsbereichs. Inhaltlich ist allerdings doch
nur 1 Zahl als ,verniinftige“ Antwort angemessen, die relative Haufigkeit nach 2000 Wiir-
fen; denn diese Zahl ist der plausibelste der zuganglichen Schatzwerte. Korrekterweise ist
dann anzufiigen, dass selbst dieser Wert mit einem (unbekannten) Schwankungsintervall
zu versehen ist. Wir kommen auf die mathematische Problematik gerade dieser Aufgabe

bei der Besprechung der Schiilerbearbeitungen zuriick.

Insgesamt gesehen kann man also bei den Aufgaben in der ZP-10 nur wenig von einer
,Offenheit“ in dem Sinne sprechen, dass mehrere Losungswege und nicht-eindeutige Lo-
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sungen bei bestimmten Aufgaben zur Debatte stehen. Das Gesamturteil dariiber muss aber
den spezifischen Charakter zentraler, vor allem aber fiir die Notenfindung am Ende der
Schulzeit bedeutender (“high stakes“) Priifungen berticksichtigen. Man hat gerade bei sol-
chen Priifungen fiir eine sichere Bewertung zu sorgen. Erwartungen an Aufgaben im Ma-
thematikunterricht konnen nicht ungebrochen auf diese Situation tibertragen werden.
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4 Ubergreifende Aspekte zur Charakterisierung des
Aufgabenbestands der ZP-10

4.1 Prozessbezogene Kompetenzen nach den Kernlehrplanen in
Nordrhein-Westfalen und in den Bildungsstandards

Der Abschnitt 3.2.4 war den mathematischen Inhalten gewidmet, die mit den Aufgaben
in der ZP-10 erfasst werden sollen. Dabei dienten die Vorgaben des Ministeriums fiir Schule
und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen, die inhaltsbezogenen Kompetenzen
in den Kernlehrpldanen und klassische Stoffeinteilungen als Orientierungsmarken. Die Bil-
dungsstandards und darauf bezogen auch die Kernlehrplidne in Nordrhein-Westfalen beto-
nen aber neben den Inhalten auch sog. ,prozessbezogene Kompetenzen®. Diese werden
allerdings je nach Quelle durchaus unterschiedlich zugeschnitten. Fiir die ZP-10 sind zu-
nachst zwei Dokumente als Orientierungsrahmen mafdgeblich, die Priifungs-Vorgaben aus
dem Ministerium und die Kompetenz-Erwartungen am Ende der Sekundarstufe I in den
jeweiligen Schulformen, so wie sie in den Kernlehrplanen von Nordrhein-Westfalen nie-
dergelegt sind. An beiden orientierten wie uns hier, um allerdings festzustellen, dass kei-
neswegs volle Kompatibilitat zwischen beiden Arten von ,Vorgaben“ besteht. Die Bildungs-
standards werden daher einen allgemeineren, und ebenso verpflichtenden Vergleichsrah-
men abgeben.

Prozessbezogene Kompetenzen von Aufgaben konnen allerdings nicht ausschlief3lich
aus der Aufgabenstellung heraus bestimmt werden. Inwieweit sie in einer Aufgabe nach-
vollziehbar angelegt sind, zeigt sich oft erst an den Schiilerbearbeitungen, und hier oft erst
an der Bearbeitung konkreter Aufgabenbeispiele. Im Kap. 8.6 werden wir daher anhand der
»2Korbwurf“-Aufgabe nochmals detailliert auf die Realisierung der prozessbezogenen Kom-
petenz Argumentieren/Kommunizieren eingehen.

Die Vorgaben des Ministeriums fiir die ZP-10 (sieche Anhang) definieren fiir jede Pri-
fungsform (HSA, MSA und MSA-Gy) jeweils eine Kompetenz-Matrix, in der inhalts- und
prozessbezogene Kompetenzen gekreuzt dargestellt sind. Bestimmte Felder der Matrix
sind als relevant fir die jeweilige Priifungsvariante hervorgehoben. Es werden (siehe Kap.
3.2.1) bestimmte Situationen und Problemstellungen skizziert, die mit den entsprechenden
Kompetenzen bewaltigt werden sollen. Die Kernlehrplane (vgl. die gedruckten Versionen:
Ministerien fir Schule NRW, 2004; jeweils nach Schulform) ihrerseits formulieren Erwar-
tungen an die Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler, die sie zum Ende der Schulzeit
in der Sekundarstufe I aufweisen sollen. Die prozessbezogenen Kompetenzen sind dort
ebenso wie in den Ministeriums-Vorgaben:

— Argumentieren/Kommunizieren,
—  Problemlosen,

—  Modellieren,

—  [Gebrauch von] Werkzeugen.

Dies sind vier prozessbezogene Kompetenzen gegeniiber den sechs in den Bildungs-
standards Mathematik (sowohl Hauptschulabschluss wie Mittlerer Schulabschluss). Es
wird nicht wie in den Bildungsstandards differenziert zwischen Argumentieren und Kom-
munizieren; und es geht das ,Darstellen” der Bildungsstandards ebenfalls im Argumentie-
ren/Kommunizieren auf. Ebenso gibt es in der Kompetenzmatrix nicht wie in den Bil-
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dungsstandards die zentrale prozessbezogene Kompetenz des Umgehen-Konnens mit
symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik, also beispielsweise
(nach KMK, 2004)

— das Arbeiten mit Variablen, Termen, Gleichungen, Funktionen, Diagrammen, Tabel-
len,

— das wechselseitige Ubersetzen zwischen natiirlicher und symbolisch-formaler Sprache
und

— die verstandige Ausfiihrung von Lésungs- und Kontrollverfahren z.B. fiir Gleichungen

nicht eigens aufgefiihrt ist. Diese ,pragmatischen“(?) Zusammenfiigungen der prozessbe-
zogene Kompetenzen der Bildungsstandards in den Kernlehrplanen von Nordrhein-West-
falen und in der Folge in den Kompetenz-Matrizen der Vorgaben ist nicht unproblema-
tisch. Dies wird sich vor allem bei der Einzelanalyse von Schiilerbearbeitungen ausgewahl-
ter Aufgaben zeigen (Kap. 8). Der technischen Performanz wird tatsachlich zu wenig Raum
gegeben, so dass die Schiilerinnen und Schiiler in groRem Maf3e an schematischen Verfah-
ren hiangen (Kap. 8.5) und kaum Flexibilitdt im symbolisch-technischen Bereich zeigen. Die
nicht ausdifferenzierte Verwendung von Argumentieren und/oder Kommunizieren bewirkt
offenbar, dass das origindre mathematische Argumentieren tatsachlich hinter die Aspekte
des Kommunizierens zurticktritt, wie ebenfalls in der Besprechung der Schiilerbearbeitun-
gen und der Korrekturvorgaben ganz konkret aufgezeigt werden wird (Kap. 8.6 und 8.4)

Zudem gestaltet sich die Einordung der Aufgaben der ZP-10, so wie sie durch die Kom-
petenz-Matrizen vorgegeben sind, in die Kernlehrpldne extrem schwierig. Die dort zu jeder
der prozessbezogenen Kompetenzen angegebenen Beschreibungen passen nicht zu den
Feldern der Kompetenz-Matrizen. Wenn es Passungen gibt, dann immer zu den gleichen
recht allgemeinen, in der Regel als erstes angefithrten Umschreibungen, beispielsweise zur
»Lesekompetenz“ im Bereich Argumentieren/Kommunizieren oder zum nicht weiter spezi-
fizierten ,Ubersetzen“ beim Modellieren. Die Beziehungen zwischen den Ministeriums-
Vorgaben zur ZP-10 und den Kernlehrplanen selbst sind daher zu iiberdenken.

Insgesamt geben also die Bildungsstandards die tiefer gehenden Orientierungen, wenn
es um die mathematischen und kognitiven Anspriiche in den Aufgaben geht. Im Folgenden
werden daher -getrennt fiir die drei Priiffungsvarianten - die bereits in Kap. 3.2.4 inhaltsbe-
zogen dargestellten Zuordnungen der Aufgaben ausdifferenziert nach den prozessbezoge-
nen Kompetenzen. Die Aufgaben werden dazu in die Felder der Kompetenz-Matrizen ein-
gefiigt; danach wird nach den Entsprechungen zu den Kompetenzen in den Bildungsstan-
dards gesucht.

- 84 -



Prozessbezogene Kompetenzen

4.1.1 HSA-Priifung
Tabelle 4 — 1. Aufgaben des HSA-Tests (2. PrUfungsteiIsz) nach inhalts- und prozessbezogenen
Kompetenzen gemal den Vorgaben des Ministeriums:
Arithmetik / Algebra Funktionen Geometrie Stochastik
Argumen- - Analyse und Bewer- Analyse von grafischen
tieren / tung funktionaler Zu- Darstellungen statisti-
Kommuni- sammenhange in au- scher Daten (z. B.
zieren thentischen Texten (z. »manipulierte” Dia-
B. Zeitungstexte oder gramme aus Zeitungs-
Gebrauchsanweisun- artikeln)
2 Aufgaben gen) HSA-2b
- Interpretation von
einfachen grafischen
Darstellungen funktio-
naler Zusammenhéange
HSA-4a
Problem- Bestimmung unbekann-
|6sen ter Gré3en durch Zerle-
gen von Figuren
2 Aufgaben HSA-3a
oder mit Hilfe des Sat-
zes von Pythagoras
HSA-3d
Modellie- Sachrechnen>> (z. B. Erstellung, Nutzung und Zuordnung von Dia-
ren Berechnung von Kos- Interpretation von Mo- grammen zu gegebe-
ten, Bestimmung von dellen aus den Berei- nen Realsituationen
9 Aufgaben | Anzahlen oder von chen: HSA-2d1
physikalischen GroRen - Tarife (lineare Tarife
wie Temperaturunter- und Stufentarife)
schiede) HSA-4b1, HSA-4b2
HSA-4c1 - Prozent- und Zins-
rechnung (z. B. Preisre-
duktion, Spar- und
Kreditmodelle)
HSA-2c, HSA-2d2,
HSA-3c2, HSA-4c3
- Weg-Zeit-
Zusammenhange
HSA-4d2
Werkzeuge | Verwendung des Ta- Nutzung von geeigne-
schenrechners®* ten Werkzeugen (z. B.
1 Aufgabe - zum Zeichnen von
Netzen und Schragbil-
dern)
HSA-3cl

Die Aufgaben sind also iiber die prozessbezogenen Kompetenzen gestreut, allerdings
mit einem auf die Kernlehrpldne zuriickgehenden Schwerpunkt auf dem Modellieren. Sie
halten sich in dieser Breite auch an die den Schulen mitgeteilten Vorgaben. Welche ,Wer-
tigkeit“ allerdings diese Aufgaben in Hinblick auf die angestrebten Kompetenzen haben,
kann man hieraus noch nicht erkennen. Viel differenzierter ldsst sich der tatsdachlich mit
den Aufgaben eingeloste Anspruch durch einen Vergleich mit den in den Bildungsstan-
dards definierten prozessbezogene Kompetenzen einschdtzen. Dort werden die prozessbe-

32 Fiinf Aufgaben des 2. Priifungsteils folgen den Vorgaben aus dem 1. Priifungsteil (vgl. Abbil-
dungen 3-15, 3-16) und sind daher hier nicht beriicksichtigt.

33 Wie bereits in 3.2.1. bemerkt, ist die Kategorie ,,Sachrechnen® hier auf eine rein arithmetische
Aufgabe beschrinkt, obwohl einem umfassenden Begriff von Sachrechnen auch andere Aufgaben
entsprechen. Das gilt insbesondere fiir die Gesamtaufgabe HSA-4.

* Taschenrechnergebrauch ist nicht spezifisch einer Aufgabe zuzuordnen; er ist ein universelles
Hilfsmittel.
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zogenen Kompetenzen zusdtzlich durch einzelne Merkmale beschrieben und diese dann
mit Anforderungsbereichen verbunden. Da die die Kernlehrpline von Nordrhein-
Westfalen auf Anforderungsbereiche verzichten, hat die Referenz auf die Bildungsstan-
dards (fiir den Hauptschulabschluss; vgl. KMK, 2004) erhohte Aussagekraft. In der folgen-
den Gegentiberstellung beziehen wir uns auf die Einzel-Kategorien (Spiegelstriche inner-
halb der Anforderungsbereiche), die in die tabellarische Darstellung der Bildungsstandards
(Hauptschulabschluss; KMK, 2004) aufgenommen und in der ZP-10-Hauptschule tatsach-
lich realisiert sind:

Tabelle 4 — 2. Gegenuberstellung prozessbezogener Kompetenzen in den Bildungsstandards35
und in den Vorgaben fir die ZP-10-HSA:
AF I AF | AFII AF | AF Il AF Il AF |
argu- problem- | problemlé- |modellieren | modellieren| darstellen formal-
mentieren I6sen sen technisch
HSA Vorgaben: Beziehun- | umgehen
Ergebnisse | einfache |verwenden | vertraute Modellie- gen zwi-

Prozesshezo- bzgl. des Probleme | von Strate- | und direkt rungen schen Dar-
gene Kompe- Kontextes |mit bekann- gien erkennbare | vornehmen | stellungen |Routinever-
tenzen fur den bewerten | ten Verfah- Modelle |in mehreren|erkennen u. fahren ge-
2. Prifungsteil ren l6sen nutzen Schritte herstellen | verwenden | samt
Argument'le'ren 1 1 2
/Kommunizieren
Problemlosen 1 1
Modellieren 1 6 2
Werkzeuge 1 1
(Zeichengeréat)
Vorgaben 1.
Prifungsteil 2 1 2 5
zu Aufgabe 1 7

gesamt 1 | 1 | 1 | | | 4 | 26

Diese Gegentiberstellung zeigt dies auf: Es gibt in der NRW-Kompetenzmatrix nur vier
prozessbezogene Kompetenzen gegeniiber sechs in den Bildungsstandards. Insbesondere
fehlt in Nordrhein-Westfalen die Kompetenz des Umgehens mit symbolischen, formalen
und technischen Elementen der Mathematik. Nur dort kann man bestimmte Aufgaben des
ersten Priifungsteils berticksichtigen. Einen zweiten Effekt zieht die Festlegung der pro-
zessbezogene Kompetenzen in Nordrhein-Westfalen mittels der Kompetenzmatrix nach
sich. Prozessbezogene Kompetenzen treten in dieser immer zusammen mit einer Bestim-
mung von Inhalten auf. Deshalb verteilen sich die Aufgaben manchmal quer zu den Bil-
dungsstandards-Kompetenzen. So fallen zwei ,NRW-Modellierungsaufgaben® in die Kom-
petenz des Darstellens, und ebenso ist eine Aufgabe aus der in Nordrhein-Westfalen nicht
getrennten Kompetenz Argumentieren/Kommunizieren dem Darstellen nach den Bil-
dungsstandards zuzuordnen. Dieser Effekt verstarkt sich weiter im MSA-Bereich.

4.1.2 MSA-Priifung

Fir die MSA-Variante der zentralen Priiffungen ZP-10 kann man sich analog orientieren,
wie bei der HSA-Priifung, namlich an den Vorgaben des Ministeriums, den Kernlehrpldanen
von Nordrhein-Westfalen und an den Bildungsstandards (fiir den Mittleren Schulab-
schluss; KMK, 2003). Zuerst geben wir wieder die Einordnung der Aufgaben in die volle
MSA-Kompetenzmatrix der Ministeriums-Vorgaben wieder, wobei die Daten denen in Kap.
3.2.4 entsprechen (Abb. 3-17, 3-18). Vier Aufgaben des 2. Priifungsteils folgen den Vorgaben

35 AF“ steht fiir die »Anforderungsbereiche™ laut den Bildungsstandards: AF I: Reproduzieren;
AF II: Zusammenhénge herstellen; AF I1I: Verallgemeinern und Reflektieren.
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fir den 1. Priiffungsteil. Drei Aufgaben gehoren nicht zu den in den Vorgaben genannten
Kompetenzbereichen; es sind die Aufgaben MSA-4a, b, c. Taschenrechnernutzung wird
wieder nicht eigens ausgewiesen.

Tabelle 4 — 3. Aufgaben des MSA-Tests (2. Prifungsteil) nach inhalts- und prozessbezogenen
Kompetenzen gemal den Vorgaben des Ministeriums:
Arithmetik / Algebra Funktionen Geometrie Stochastik
Argumen- Erlauterung mathema- | - Analyse und Bewertung Analyse von grafi-
tieren / tischer Zusammen- funktionaler Zusammen- schen Darstellungen
Kommuni- h&nge mit eigenen héange in authentischen statistischer Daten
zieren Worten und geeigne- Texten (z.B. Zeitungstex- und deren Manipulati-
ten Fachbegriffen te oder Gebrauchsanwei- on (z. B. aus Zei-
beim Umgang mit sungen) tungsartikeln)
4 Aufgaben | linearen oder quadra-
tischen Gleichungen - Interpretation von grafi-

-—- schen Darstellungen
funktionaler Zusammen-
hange
MSA-4d1, MSA-4d2,
MSA-4f, MSA-4g

Problem- Bestimmung unbekannter

16sen GroRen durch Zerlegen
von Figuren,

3 Aufgaben MSA-2c
mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras

MSA-2d, MSA-4e
oder mit Hilfe von
Ahnlichkeitsbeziehungen

Modellie- Erstellung, Nutzung und Erstellung, Nutzung und Nutzung von Baumdi-
ren Interpretation von Model- | Interpretation von Model- | agrammen zur Beur-
len aus den Bereichen: len aus den Bereichen: teilung von Chancen
4 Aufgaben - Tarife - Weg-Zeit- - Architektur (z. B. For- und Risiken
Zusammenhénge men von Geb&uden) MSA-3d1, MSA-3d2,
MSA-2b MSA-3d3
- Wachstumsprozesse - Verpackungen

(linear oder exponentiell) -
- Prozent-, Zins- und
Zinseszinsrechnung (z.B.
Preisreduktion, Spar- und
Kreditmodelle)

Werkzeuge | Verwendung des Nutzung verfugbarer
Taschenrechners (z. Werkzeuge zur Bearbei-
0 Aufgaben | B. kritische Reflexion tung geometrischer
von Ergebnissen) Situationen (z. B. Nut-

— zung von Zirkel und
Geodreieck)

Die Verteilung auf die prozessbezogenen Kompetenzen ist zwar weiterhin ausgewogen.
Der Aufgabenbestand selbst ist aber nun weniger breit gestreut als bei der HSA-Version der
ZP-10. Wiederum kann der mathematische und kognitive Anspruch der Aufgaben am ehes-
ten durch Vergleich mit den Bildungsstandards (Mittlere Schulabschluss; KMK, 2003)
sichtbar gemacht werden. Wir orientieren uns wieder an den einzelnen Spiegelstrichen der
tabellarischen Erlduterungen zu den prozessbezogenen Kompetenzen in den Bildungsstan-
dards.
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Tabelle 4 — 4.

Gegenuberstellung prozesshezogener Kompetenzen in den Bildungsstandards
und in den Vorgaben fir die ZP-10-MSA:

Anforderungsbereich |

MSA Vorgaben:

Prozessbezo-
gene Kompe-
tenzen fur den
2. Prufungsteil

AF |
modellieren

vertraute und
direkt erkennbare
Modelle nutzen

AF |
Darstellungen
verwenden

vertraute und
gelbte Darstel-
lungen nutzen

AF |
formal-
technisches Um-
gehen

Routineverfahren
verwenden

AF |
formal-
technisches Um-
gehen

mit vertrauten
Formeln u. Sym-
bolen umgehen

AF |
Kommunizieren

einfache Sachver-
halte mindlich
und schriftlich
darstellen

Argumentieren /
Kommunizieren

Problemlésen

Modellieren

Werkzeuge

3

Vorgaben des 1.
Prifungsteils

nicht aus den
Vorgaben

zu Aufgabe 1

gesamt

Anforderungsbereich Il

MSA Vorgaben:

Prozessbezo-
gene Kompe-
tenzen fir den
2. Prufungsteil

AF Il
modellieren

Modellierungen
in mehreren
Schritten

Darstellungen

zwischen Dar-

AF I

verwenden

stellungen
wechseln u

technisches
Umgehen

symbolische in
nat. Sprache

AF I
formal-

AF I
formal-
technisches
Umgehen

AF I

mit Variablen,
Gleichungen,

msetzen ... arbeiten

kommunizieren

mathematikhal-
tige Texte,

Graphiken,
sinnentneh-

mend erfassen

... | gesamt tuber

alle Anforde-
rungsbereiche

Argumentieren /
Kommunizieren

Problemlésen

Modellieren

Werkzeuge

1

4

3

Vorgaben des 1.
Prifungsteils

nicht aus den
Vorgaben

zu Aufgabe 1

10

gesamt

28

Abermals zeigen sich Verschiebungen in den Zuschreibungen von prozessbezogenen
Kompetenzen nach den Bildungsstandards gegeniiber der Kompetenz-Matrix. So gilt zwar
fir die Aufgaben zu den Hangebriicken (MSA-4 und MSA-Gy-4), dass ,grafische Darstel-
lungen funktionaler Zusammenhdnge zu interpretieren® sind; dennoch handelt es sich etwa
bei folgender Aufgabe sicher nicht um eine Aufgabe zum Argumentieren oder Kommuni-

zieren:
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MSA-4g und MSA-Gy-4c¢ — ,,Spannweite der Bogenbriicke*:
Eine Bogenbriicke (vgl. Abbildung unten) hat annéhernd die Form einer Parabel mit
zugehoriger Funktionsgleichung y =—0,007-x> + 1,3-x (x und y in Metern).

ATTTTITN

< ~
< >

g) Bestimme die Spannweite S. Notiere deine Rechnung.

Abgesehen von der Modellierungsaktivitat, die Spannweite s mit dem formalen Begriff der
Nullstelle zu assoziieren, steht doch die Losung (nicht der ,Umgang mit“) der (,vertrau-
ten“) quadratischen Gleichung im Vordergrund. Dafiir hat die Kompetenz-Matrix aber kein
passendes Feld.

Ebenso ist es mit dieser einfachen Beschreibungsaufgabe:

MSA-2¢ und MSA-Gy-2b - ,,Getreidefelder*

Aus dem Flugzeug sieht Jacksons Getreidefeld aus wie

auf der Skizze rechts: Die bewéasserten Kreisflachen

sehen griin (hier: weil}) aus, das andere Gelénde ist

braun (hier: grau).

c) Die Fliache, die nicht bewéssert wird, soll ...

berechnet werden.
Beschreibe einen moglichen Losungsweg, ohne zu rechnen.

Die Aufgabe greift zwar eindeutig auf das Feld ,Bestimmung unbekannter Grofden durch
Zerlegen von Figuren® zurlick, es ist aber keine Aufgabe zum Problemlosen im Sinn der
Bildungsstandards, sondern entspricht dort wohl eher einer Kommunikationsaufgabe.

Vermehrt - gegeniiber der HSA-Priifungsvariante - treten also Fille auf, in denen die
Aufgaben nach den Bildungsstandards differenzierter einzuordnen sind und zudem nach
Anforderungsbereichen unterscheidbar werden. Innerhalb der Bildungsstandards gesehen
spielt sich die gesamte MSA-Priifung auf den Anforderungsbereichen I und II ab.

4.1.3 MSA-Gy-Priifung

Dieses Restimee gilt umso mehr fiir die MSA-Gy-Priifung. Viele der Aufgaben sind iden-
tisch zu ZP-10-MSA. So sind die beiden soeben diskutierten Aufgaben auch in der Priifung
MSA-Gy vorhanden, so dass auch deren Problematik bleibt. Die in der MSA-Gy-Priifung
zusdtzlich gestellten Aufgaben erh6hen die Anforderungsbereiche nach den Bildungsstan-
dards. Es kommen nun zwei Aufgaben des Anforderungsbereiches III hinzu. Nur eine Auf-
gabe gehort jetzt noch zu den Vorgaben fiir den ersten Priifungsteil, alle Aufgaben aus
MSA-Gy lassen sich in die Vorgaben der Kompetenz-Matrix einordnen, die sich im Ubrigen
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nur durch ein (nicht benutztes) Feld in der Zeile Problemlosen von der MSA-Matrix unter-
scheidet (vgl. Abb. 3-19, 3-20). Taschenrechnergebrauch wird nicht extra als Kompetenz

erwahnt.
Tabelle 4 — 5. Aufgaben des MSA-Gy--Tests (2. Prufungsteil) nach inhalts- und prozessbezoge-
nen Kompetenzen geman den Vorgaben des Ministeriums:
Arithmetik / Algebra Funktionen Geometrie Stochastik
Argumen- Erlauterung mathemati- - Analyse und Bewertung Analyse von grafischen
tieren / scher Zusammenhénge funktionaler Zusammen- Darstellungen statisti-
Kommuni- | mit eigenen Worten und hange in authentischen scher Daten und deren
zieren geeigneten Fachbegriffen | Texten (z.B. Zeitungstex- Manipulation (z. B. aus
beim Umgang mit linea- te oder Gebrauchsanwei- Zeitungsartikeln)
ren oder quadratischen sungen)
5 Aufgaben | Gleichungen MSA-Gy-3c
- - Interpretation von grafi-
schen Darstellungen
funktionaler Zusammen-
hange
MSA-Gy-4al,
MSA-Gy-4a2,
MSA-Gy-4b, MSA-Gy-4c
Problem- Nutzung der Kenntnisse Bestimmung unbekannter
l6sen Uber Zahlen und Zahlbe- GrolRen
reiche zum Lésen ma- - durch Zerlegen von
4 Aufgaben | thematischer Probleme Figuren,
MSA-Gy-2b,
MSA-Gy-2d1
- mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras
MSA-Gy-2c,
MSA-Gy-2d2
- oder mit Hilfe von
Ahnlichkeitsbeziehungen
Modellie- Erstellung, Nutzung und Erstellung, Nutzung und Nutzung von Baumdia-
ren Interpretation von Model- Interpretation von Model- | grammen zur Beurteilung
len aus den Bereichen: len aus den Bereichen: von Chancen und Risiken
4 Aufgaben - Tarife - Weg-Zeit- - Architektur (z. B. For- MSA-Gy-3b1,
Zusammenhange men von Gebauden) MSA-Gy-3b2,
MSA-Gy-2a MSA-Gy-3b3
- Wachstumsprozesse - Verpackungen
(linear oder exponentiell)
- Prozent-, Zins- und
Zinseszinsrechnung (z.B.
Preisreduktion, Spar- und
Kreditmodelle)
Werkzeuge | Verwendung des Ta- Nutzung verfugbarer
schenrechners (z. B. Werkzeuge zur Bearbei-
0 Aufgaben | kritische Reflexion von tung geometrischer
Ergebnissen) Situationen (z. B. Nut-
- zung von Zirkel und
Geodreieck)

Die schon bei ZP-10-MSA konstatierte Konzentration der Aufgaben auf wenige Felder
der Kompetenz-Matrix halt an und verstarkt sich. Die Bildungsstandards zeigen, wie sich
die Anforderungen auf die Aufgaben verteilen:
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Tabelle 4 — 6.

Gegenuberstellung prozesshezogener Kompetenzen in den Bildungsstandards
und in den Vorgaben fir die ZP-10-MSA-Gy:

Anforderungsbereich |

MSA-Gy-
Vorgaben:
Prozessbezo-
gene Kompe-
tenzen fur den
2. Prufungsteil

AF |
modellieren

vertraute, direkt er-
kennbare Modelle
nutzen

AF |
Darstellungen verwen-
den

vertraute und gelibte
Darstellungen nutzen

AF |
formal-technisches
Umgehen

mit vertrauten Formeln
u. Symbolen umgehen

AF |
Kommunizieren

einfache Sachverhalte
mundlich u. schriftlich
mitteilen

Argum./Komm.

Problemlésen

Modellieren

Werkzeuge

3

Vorgaben des 1.
Prifungsteils

aus Aufgabe 1

gesamt

Anforderungsbereich I

MSA-Gy-
Vorgaben:
Prozessbezo-
gene Kompe-
tenzen fur den
2. Prufungsteil

AF Il
modellieren

Darstellungen
verwenden

AF I

technis

AF Il
formal-

gehen

AF Il
formal-
ches Um-
gehen

technisches Um-

AF I
kommunizieren

mathematikhaltige

Modellierungen,
mehrere Schritte

zwischen Darstel-
lungen wechseln

formale Sprache in
natirliche Sprache
Ubersetzen

mit Variablen,
Gleichungen, ...
arbeiten

Texte, Graphiken,
... sinnentneh-
mend erfassen

Argum./Komm.

Problemlésen

Modellieren

Werkzeuge

1

Vorgaben des 1.
Prifungsteils

aus Aufgabe 1

gesamt

Anforderungsbereich lli

MSA-Gy-
Vorgaben:
Prozessbezo-
gene Kompe-
tenzen fur den
2. Prufungsteil

AF I
modellieren

komplexe und unvertraute Situatio-
nen modellieren

AF I
kommunizieren

komplexe Sachverhalte mindlich
und schriftlich kommunizieren

gesamt

Uber alle
Anforderungs-
bereiche

Argum./Komm.

Problemlésen

Modellieren

Werkzeuge

Vorgaben des 1.
Prifungsteils

1

aus Aufgabe 1

10

gesamt

24

Die beiden Aufgaben im Anforderungsbereich III sind die im folgenden Abschnitt unter
der Perspektive ,Typen mathematischen Arbeitens “ und in Kap. 8.4 und 8.6 bei den Auf-
gabenbearbeitungen durch die Schiilerinnen und Schiiler ausfiihrlich diskutierten Aufga-
ben ,Korbwurf* und ,parallelogrammférmiges Getreidefeld“. Insbesondere der Gesichts-
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punkt, wie Schiilerinnen und Schiiler mit den prozessbezogenen Kompetenzen Argumen-
tieren und/oder Kommunizieren umgehen, wird dort interessieren.

4.2 Typen mathematischen Arbeitens

Der allgemeine Anspruch einer abschliefdenden Priifung besteht darin, einen breiten,
sogar moglichst den gesamten Bereich des vorangegangenen Mathematikunterrichts abzu-
prifen. Die Vorgaben des Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes
Nordrhein-Westfalen zu den zentralen Priifungen unterstreichen diese Auffassung, indem
sie ausdriicklich darauf hinweisen, dass den zentralen Priiffungen prinzipiell der gesamte
Kernlehrplan zugrunde liegt und Auswahlen in den Vorgaben lediglich Hilfen fiir die spezi-
fische Vorbereitung der Schiilerinnen und Schiiler sein sollen. Selbstverstandlich ist klar,
dass ohne inhaltliche Einschrankungen solche Priifungen realiter nicht zusammenzustellen
sind. Der Anspruch der inhaltlichen Breite gilt dennoch und es entsteht daher die Frage,
woran man die Breite der in einer Priifung, in einem Test umgesetzten Thematiken messen
kann und wie man diese mathematikdidaktisch bewerten soll.

Vor analogen Fragen stehen auch mathematikdidaktische Bewertungen ,grof3er”, d.h.
sich auf ein Gesamtbild der mathematischen Leistungsfahigkeit von Schiilerinnen und
Schiilern erstreckender nationaler und internationaler Vergleichsuntersuchungen. Gerade
die auf ,mathematical literacy ausgerichteten Untersuchungen - zuerst PISA, in gewisser
Weise auch auf die Bildungsstandards zutreffend (J. Neubrand, 2009) - sind auf eine breite
Sichtweise der Mathematik angewiesen.

Im internationalen PISA-Framework fiir die Tests bei PISA-2000 (OECD 1999) wird die-
se Breite des Aufgabenbestands eingelst®® durch die Klassifizierung der Aufgaben nach
mathematik-didaktischen Gesichtspunkten: In den sog. Kompetenzklassen wird mit der
Unterscheidung ,reproduction - connection - generalization“ ein mathematikdidaktisch
begriindeter Anspruch an den in einer Aufgabe vorzunehmenden Modellierungsprozess
formuliert. Das Framework fiir den nationalen Ergdnzungstest in PISA (Neubrand u.a.
2001), das die Grundlage fiir die Neukonstruktion zusatzlicher Items war, hat diesen Ge-
danken aufgenommen, bringt aber Differenzierungen und Erweiterungen des internationa-
len Ansatzes an. Diese beziehen sich darauf, dass in die Klassifizierung der Aufgaben auch
die Unterschiedlichkeit der kognitiven Prozesse eingeht, die bei der Aufgabenlosung, ge-
nauer bei der mathematischen Verarbeitung des mathematischen Modells, stattfinden
werden. Damit werden Spezifika des Faches Mathematik einbezogen. In mehreren PISA-
Berichten (Klieme & al., 2001; Neubrand & al., 2002; Neubrand & Klieme, 2002; Knoche &
al., 2003; Rost & al., 2003) sowie daran anschlieffend auch in der bei COACTIV verwende-
ten Aufgaben-Klassifikation (Jordan & al., 2006) und ebenso in den Einordnungen der Bil-
dungsstandards-Aufgaben (Blum & al., 2006) wurden auf der Grundlage des in Kap. 3.1 vor-
gestellten PISA-Aufgabenmodells die Aufgaben entsprechend der zu aktivierenden kogniti-
ven Prozesse bei der Aufgabenbearbeitung zu den sog. ,drei Typen mathematischen Arbei-
tens“ zusammengefasst, den

ytechnischen Aufgaben®,
yrechnerischen Modellierungs- und Problemloseaufgaben®,

,begrifflichen Modellierungs- und Problemléseaufgaben®.

%% vgl. fiir das Folgende vertiefender vor allem M. Neubrand (2003).
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,Technische“ Aufgaben sind dabei am leichtesten zu erkldren. Es sind diejenigen Aufga-
ben, bei denen ein vorgegebener Ansatz mittels bekannter mathematischer Prozeduren
(Rechnen, algebraische Umformungen, geometrisches Konstruieren nach vorgegebenen
Regeln) kalkiilhaft durchzufiihren ist.

Die ,rechnerischen Modellierungs- und Problemléseaufgaben® stellen die Anwendungs-
aufgaben oder die innermathematisch problemhaltigen Aufgaben dar, bei denen die Ma-
thematisierung bzw. das Erstellen eines Losungsschemas auf einen Ansatz fiihrt, der dann
rechnerisch, oder allgemeiner: prozedural, zu verarbeiten ist. Bei auflermathematischen
Aufgaben ist dies i.w. die Klasse der sog. , Textaufgaben®, wenngleich das Format nicht un-
bedingt einen ,Text“ im iiblichen Sinn als Ausgangspunkt voraussetzt. Eine ,klassische®
Textaufgabe lauft namlich meist darauf hinaus, die gesuchte Grofde aus einem nach dem
Verstehen der Situation zu gewinnenden Ansatz heraus zu berechnen.

Mit dem Ausdruck ,begrifflich“ sind die Aufgaben bezeichnet, bei denen die Verarbei-
tung des mathematischen Modells bzw. die Problemlésung mittels des Einsatzes begriffli-
chen Denkens zu Ende gebracht werden kann. Begriffliches Vorgehen kann in vielerlei Ge-
stalt auftreten. Es kann das Herstellen begrifflicher Zusammenhénge sein, das Sehen des
Problems unter einem bestimmten Begriff, eine Argumentation als Antwort auf die Frage
in der Aufgabe, das Aufstellen einer durchdachten Systematik, etc.. Essentiell fiir ,begriffli-
ches mathematisches Arbeiten“ in diesem Sinne ist, dass ein Zusammenhang zwischen
Wissenselementen hergestellt werden muss, und dass dieser Zusammenhang sich nicht
nach Durchfiihren eines Algorithmus, i.a. einer Rechnung, erschlief3t, sondern aufgrund
einer erkannten oder erst konstruierten begrifflichen Beziehung zwischen den Gegenstan-
den der Aufgabe. Diese Art des Vorgehens ist ebenso charakteristisch fiir mathematisches
Arbeiten wie das rechnerische Verarbeiten eines Ansatzes (vgl. auch BLK, 1997).

Fir die Konstruktion einer zentralen Priifung ist daher erforderlich, Aufgaben aus allen
drei Typen des mathematischen Arbeitens in ausgewogener Anzahl zusammenzustellen.
Man nimmt damit auch internationale Tendenzen der Mathematikdidaktik auf, denn die
Typen mathematischen Arbeitens reflektieren letztlich die grundlegenden kognitiven Akti-
vitdten in der Mathematik, wie sie von Hiebert (1986) und Hiebert & Carpenter (1992) her-
ausgearbeitet wurden. Wir betonen, dass sich diese Einteilung ganz auf die kognitiven Pro-
zesse beim Losen von Aufgaben konzentriert und von den verschiedenen Arten von Kon-
texten, die hinter einer Aufgabe stehen konnen, abstrahiert. Die drei Typen mathemati-
schen Arbeitens erfordern auch die Ausbildung unterschiedlicher inhalts- und prozessbe-
zogener Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler. Die Ausgewogenheit der Aufgaben
tiber die Typen mathematischen Arbeitens zieht daher auch eine breite Kompetenzerfas-
sung nach sich.

In der folgenden Analyse der mathematischen Aufgaben in den zentralen Priifungen
2008 des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen
legen wir die drei Typen mathematischen Arbeitens in einer nochmals spezifisch ausdiffe-
renzierten Art zugrunde:

4.2.1 Technische Aufgaben

Bei den ,technischen Aufgaben® unterscheiden wir zusatzlich, wie etwa auch im Klassi-
fikationssystem von COACTIV (Jordan & al., 2006),

— ob allein Faktenwissen abgerufen werden muss, oder

— ob allgemein algorithmische Verfahrensweisen ohne eigentlichen Kontextbezug
durchzufiihren sind.
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Dem letztgenannten Typus ordnen wir auch Aufgaben zu, bei denen Standardformeln
oder Standardregeln direkt anzuwenden sind*’; auch Ablesen aus Graphiken fassen wir
in diesem Sinn als eine ,technische“ kognitive Leistung auf.

Faktenwissen wird in der ZP-10 nicht erhoben. Ebenso werden in keiner der Aufgaben
der ZP-10 ,technische Fertigkeiten“ in dem Sinne abgefragt, dass die volle Durchfiithrung
eines algorithmischen Verfahrens kontextfrei verlangt wird; vollstindige Rechnungen sind
immer in Modellierungsaufgaben eingebettet. Die zweitgenannte Kategorie technischer
Aufgaben kommt also nur vor beim Ablesen von Werten aus Graphiken oder Tabellen und
in den Varianten ,Standardformeln anwenden“ und (einmal) , Konstruktionsregeln beach-
ten®, wie es die beiden folgenden Beispiele aufzeigen:

HSA-13 - ,,Quadervolumen*
e) Berechne das Volumen des abgebildeten
Quaders. Notiere deine Rechnung.

Jcm

~

X... Oy
<
4 cm l{:

L 14

MSA-1b und MSA-Gy-1b - Quadernetze*

b) Kann man aus dem jeweiligen Netz einen geschlossenen Quader bauen?
Kreuze an!
b)) oja O nein by) o ja O nein b;) 0 ja O nein
4.2.2 Rechnerische Modellierungs- und Problemléseaufgaben

Bei den ,rechnerischen Modellierungs- und Probleml6seaufgaben® differenzieren wir, in
Ubereinstimmung mit dem Vorgehen im nationalen PISA-Framework (Neubrand & al.,
2000) zunachst zwischen

— den Aufgaben, bei denen die Modellierung in einem einzigen rechnerischen Schritt
vollzogen werden kann, und

— den Aufgaben, bei denen mehrere Schritte rechnerischer Art bei der Modellierung
erforderlich sind.

37 Bei sehr strenger Auslegung konnte man bei solchen Aufgaben immer noch einen ,,Kontext“
erkennen, der durch einen spezifischen mathematischen Gegenstand aufgemacht wird, auf den
dann die Formel oder Regel zu beziehen ist. Jedenfalls bei den anschlieend gegebenen Beispielen
dominieren jedoch die technischen Fertigkeiten.
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Typische Beispiele von Aufgaben mit ,Modellierung in einem einzigen rechnerischen
Schritt’ sind die beiden ,Blitz und Donner“-Aufgaben, aber auch die Teilaufgabe 4e der
Realschulfassung der ,Hangebriicken“-Aufgabe:

MSA-1e - ,,Blitz und Donner*

e) Blitz und Donner entstehen zur gleichen Zeit am gleichen Ort. Der Schall
legt einen Kilometer in 3,3 Sekunden zuriick. Das Licht ist so schnell, dass man es
auch in groBer Entfernung nahezu im Moment des Blitzes sieht.

el) Wie weit ist ein Gewitter entfernt, wenn es 17 Sekunden nach dem Blitz
donnert? Notiere deine Rechnung.

e2) Wie lange dauert es, bis es donnert, wenn der Blitz 8 km entfernt entsteht?
Notiere deine Rechnung.

MSA-4e - ,,Hangebriicken*

v F 3
MaBe in m
P s
1 al P,(200/80)
B(0[3) e
1 L s »
L | | T L | T s
-300 -200 -100 0 100 200 300 *
le N|

I~ a i

e) Berechne die Linge der Strecke P,P, . Notiere deine Rechnung.

Aufgaben mit ,mehreren Schritten rechnerischer Art bei der Modellierung’ erfordern ty-
pischerweise, dass mehrere Teilergebnisse zu berechnen und dann addquat miteinander in
Beziehung zu setzen sind. Das kann schon in den Aufgaben des Basisteils der ZP-10 auftre-
ten, etwa bei der folgenden Aufgabe, die Ergebnisse tiber Flicheninhalte von Quadrat und
Kreisen miteinander in Beziehung setzt:

HSA 1d - ,,Quadrat mit Halbkreisen** 2em |
d) Berechne den Flacheninhalt der gesamten grauen N
Flache. P
Notiere deine Rechnung. [ \
\ 3 - / 1
- ....'/f:

Man kann aber bei den rechnerischen Modellierungs- und Problemléseaufgaben noch
einen weiteren Untertypus entdecken, namlich

—  Aufgaben, bei denen innerhalb der (letztlich auf Rechnerisches zielenden) Modellie-
rung eine strukturell-allgemeine Durchdringung der Situation stattfindet.

Dieser Kategorie der rechnerischen Modellierungs- und Problemloseaufgaben gehort
typischerweise die folgende, nur in der gymnasialen ZP-10 gestellte Aufgabe an:
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MSA-Gy-2d - ,,Getreidefelder*

d) Auf einer anderen Farm sind
die Bewésserungsanlagen anders
angeordnet:

h
225 m

1416 m

d2) Weise nun nach, dass h tatsidchlich ungefahr 840 m ist.
Notiere deine Rechnung.

Der erste Eindruck ist, da am Ende ein numerisches Ergebnis erwartet wird, dass es sich
um eine Aufgabe mit dem Erfordernis ,mehrere Schritte rechnerischer Art bei der Model-
lierung® handelt. Genauere Interpretation zeigt aber: Der wesentliche Schritt besteht in der
Erkenntnis, dass je drei benachbarte Mittelpunkte derart zusammengefiigter Kreise gleich-
seitige Dreiecke mit Kantenlangen 2r (r fiir den Radius) bilden. Das ist eine strukturelle
Einsicht in eine allgemein giiltige geometrische Konfiguration, unabhdngig von numeri-
schen Grofien, allerdings immer noch auf die rechnerisch orientierte Geometrie bezogen.
Diese geometrische Struktur ,im Getreidefeld“ zu sehen, in der Losung zu erwdhnen und
dann (kurz) zu begriinden, ist die eigentliche Anforderung an die Modellverarbeitung®. Es
folgt dann der rechnerische Schritt, daraus h = 2r + rV3 mittels Pythagoras zu gewinnen.
Diese Aufgabe erfiillt daher die Kriterien fiir die Variante ,strukturell-allgemeine Durch-
dringung der Situation“ bei den rechnerischen Modellierungs- und Problemloseaufgaben.
Den Bildungsstandards nach (s.o.) handelt es sich um die prozessbezogene Kompetenz des
Problemlosens, die hier im Anforderungsbereich III angesprochen ist; in der Kompetenz-
Matrix der Vorgaben aus dem Ministerium ist sie ebenfalls dem Probleml6sen zuzuordnen.
Die Aufgabe verdient aus vielen weiteren Griinden eine griindliche Betrachtung vor allem
in Hinblick auf die tatsdchlichen Schiilerbearbeitungen (siehe Kap.8.4).

4.2.3 Begriffliche Modellierungs- und Problemléseaufgaben

Die Differenzierungen bei den ,begrifflichen Modellierungs- und Problemléseaufgaben®
betreffen, ebenfalls kompatibel mit dem nationalen PISA-Framework (Neubrand & al.,
2000), die Reichweite der aufzuwendenden begrifflichen Zusammenhéange. Unterscheiden
kann man hier zwischen

— Aufgaben, bei denen die Modellierung tiberwiegend mit begrifflichen (konzeptuellen)
Mitteln durchgefiihrt werden kann, was oft in einem gedanklichen Schritt erfolgen
kann,

— Aufgaben, die eine strukturelle Durchdringung komplexer Situationen mit konzeptuel-
len Mitteln verlangen, und

— Aufgaben, die spezifisch auf Verallgemeinerungen und Beweise zielen.

De facto kommen in allen Varianten der ZP-10-2008 aus Nordrhein-Westfalen keine
Aufgaben vor, die ausdriicklich zu Verallgemeinerungen und Beweisen auffordern, auch
nicht in der gymnasialen Priifung MSA-Gy.

Begriffliches Modellieren der einfacheren Art tritt in unterschiedlichen Varianten auf.
Oft ist dieser Typ des mathematischen Arbeitens in ,Erklare!“-Aufgaben realisiert. Man

*¥ Gleichwohl wird diese Anforderung in den Auswertungsanleitungen nicht deutlich erwéhnt.
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muss dann nicht die Rechnungen selbst sondern die Griinde bzw. Reihenfolgen des Vorge-
hens darstellen, wobei es aber in der ersten Kategorie um eine relativ geringe kognitive
Reichweite geht. Ein solches Beispiel ist:

MSA-2c¢ und MSA-Gy-2b - ,,Getreidefelder

Aus dem Flugzeug sieht Jacksons Getreidefeld aus wie auf
der Skizze rechts: Die bewésserten Kreisflichen sehen griin
(hier: weil) aus, das andere Gelande ist braun (hier: grau).

c) Die Fliache, die nicht bewéssert wird, soll berechnet|
werden. Beschreibe einen mdglichen Losungsweg, ohne
zu rechnen.

Ebenfalls begriffliches Denken dominiert in den Aufgaben, die den Vergleich unter-
schiedlicher Darstellungsformen von Zahlen oder Grofden verlangen, falls das konsistente
Durchhalten tiber mehrere Mdglichkeiten hinweg auschlaggebend ist und nicht etwa auf
eine Rechnung rekurriert werden kann oder nur ein einziges Ergebnis herauszugreifen ist.
Die folgende Aufgabe® ist von diesem Typ:

HSA-2d2 - ,,Krankenversicherung*

d) 20 % der Arbeitnehmer haben eine Zusatzversicherung.

d2) Welche der folgenden Aussagen treffen zu? Notiere die Losungsbuchstaben
der richtigen Aussagen in deinen Unterlagen.

Jeder filinfte Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.
Jeder zwanzigste Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.

Ein Fiinftel der Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.

o Q w »

20 Arbeitnehmer haben eine Zusatzversicherung.

In der ,Korbwurf‘-Aufgabe im Gymnasialteil der ZP-10 ist der komplexere Typ der be-
grifflichen Modellierungs- und Problemldseaufgaben realisiert. Es muss hier ein systemati-
scher Plan fiir das Vorgehen bei der Losung eines Problems angegeben werden. Man hat
keinerlei Zahlenangaben zur Verfiigung und eines entscheidenden Teilprobleme der Lo-
sung besteht geradezu darin, die konzeptuellen Mdglichkeiten, Zahlen ins Spiel zu bringen,
auszuloten. Das andere konzeptuelle Element ist, einen Ansatz fiir die quadratische Funk-
tion zu finden und die Losbarkeit - nicht die Losung - eines passenden Gleichungssystems
fir die Koeffizienten zu diskutieren*. Es steht also die strukturelle Durchdringung mit
konzeptuellen Mitteln im Vordergrund. Die Aufgabe ist daher kognitiv auferordentlich
anspruchsvoll. Allerdings ist dieser Anspruch im Licht der Schiilerbearbeitungen kritisch
zu diskutieren. Das geschieht in Kap.8.6.

3 Die Aufgabe ist analog zur bekannten PISA-Aufgabe ,,Die Hilfte der Zahl a konstruiert (Neu-
brand, 2004, S. 264).

* In der Auswertungsanleitung wird dieser Teil der Aufgaben-Anforderung nicht sonderlich be-
tont.
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MSA-Gy-3c - ,,Korbwurf*

Um die Technik der Spieler weiter zu verbessern, werden die Wiirfe mit Hilfe eines
Videogerites aufgezeichnet. Hier siehst du eine sogenannte Stroboskopaufnahme, bei
welcher der Ball an verschiedenen Positionen in der Luft gezeigt wird.

Flugbahnen von Billen konnen néherungs-
weise durch quadratische Funktionen
beschrieben werden. Aus dem Bild kann
bestimmt werden, ob der Ball in den Korb
treffen kann oder nicht.

Beschreibe — ohne zu rechnen — ein mogliches
Vorgehen, mit dem das untersucht werden
kann. Nenne auch die dazu notwendigen
mathematischen Methoden.

4.2.4 Verteilung der Aufgaben auf die Typen mathematischen Arbeitens

Mit den vorgenommenen Ausdifferenzierungen ergeben sich nun kurz gefasst die fol-
genden Kategorien fiir die Zuordnung von Aufgaben in der ZP-10 zu den Typen mathemati-
schen Arbeitens:

,technische Aufgaben”:

—  Faktenwissen abrufen,

—  algorithmische Verfahren durchfiihren, Standardformeln direkt anwenden.

,rechnerische Modellierungs- und Problemléseaufgaben:

— Modellierung in einem rechnerischen Schritt,
— mehrere Schritte rechnerischer Art bei der Modellierung,

— strukturell-allgemeine rechnerische Modellierung.

,begriffliche Modellierungs- und Problemléseaufgaben:

—  begriffliche Modellierung,
—  konzeptuelles Durchdringen komplexerer Situationen,

— Verallgemeinern und Beweisen.

Gemafd diesen Kategorien sind die Aufgaben der ZP-10 wie folgt auf die Typen mathe-
matischen Arbeitens verteilt:
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Abbildung 4 - 7. Typen mathematischen Arbeitens in der HSA-Priifung.

begrifliche Modellierung—| ([ ()

mehrere Schritte rechnerischer Art bei_| Y o0 0000 o0 e o
der Modellierung

Modellierung in einem rechnerischen_] o0
Schritt

algorithmische Verfahren durchfiihren,_|

° e 00 o ( (
Standardformeln direkt anwenden
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Abbildung 4 — 8. Typen mathematischen Arbeitens in der MSA-Priifung.
begriffiche Modellierung| (] (] (] (] (]
mehrere Schritte rechnerischer Art bei_| ° e o °
der Modellierung
Modellierung in einem rechnerischen_] ® 000 O o oo ® o000
Schritt
algorithmische Verfahren durchfiihren,_| 000 ° o000
Standardformeln direkt anwenden
1T 1 1 1 1 1111111111 1T 111111111111
ZTZTZTZTTTTTTTTTTTzTzzzzzzzzzcz=z=<
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>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>
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Abbildung 4 — 9. Typen mathematischen Arbeitens in der MSA-Gy-Priifung.

konzeptuelles Durchdringen komplexer_] Y
Situationen

begriffliche Modellierung—| ([ ] e o o ()

strukturell-allgemeine rechnerische_| )
Modellierung

mehrere Schritte rechnerischer Art bei der_|
Modellierung o o oo

Modellierung in einem rechnerischen_| ® o060

Schritt oo ¢ oo

algorithmische Verfahren durchfithren, | 'Y X )
Standardformeln direkt anwenden

eL 9 VSN
1Al 9 VSINH
2491 9 VSN
€41 9 VSN
2L 9 VSN
pPLO VSN
191 9 VSN
Z91 9 VSN
1L O VSN
2 O VSN

ez 9 VSN
a4z 9 VSINH
22 9 VSN
LPZ O VSN
ZPZ O VSN

ee 9 VSN
19€ 9 VSN

29€ 9 VSN

£9€ 9 VSN
2€ 9 VSN

Ley 9 VSN

Zey 9 VSN
v 9 VSN

27 9 VSN

Die Analyse der Verteilung der Aufgaben iiber die Typen mathematischen Arbeitens
zeigt dies:

@) Es fehlen zundchst die im strengen Sinne rein technischen Aufgaben, etwa das Lo-
sen von Gleichungen oder Umformen von Termen, ohne dass dies in Modellierungskontex-
te eingebaut ware. Diese Beobachtung reproduziert allerdings nur die in die ZP-10 einge-
flossenen Intentionen der Kernlehrpldane: Dort wird eben ausdriicklich den technischen

Fertigkeiten nur eine Zulieferfunktion fiir Modellierungs- und Problemléseaufgaben zuge-
schrieben.

(b) Allerdings zeigt sich nun gerade in den beiden MSA-Varianten der ZP-10, dass die
mit Kontexten vorkommenden rechnerischen Verarbeitungen des mathematischen Mo-
dells iiberwiegend von recht einfacher Natur sind. Uberraschenderweise sind in der HSA-
Priifung mehr Aufgaben mit mehrschrittiger Verarbeitung zu finden als in den MSA-
Priifungen. Von den Prozessen bei der rechnerischen Verarbeitung des mathematischen
Modells her gesehen kann man die MSA-Priifungen also nicht als anspruchsvoll bezeich-
nen. Eine Ausnahme machen aber die beiden oben geschilderten gymnasialen Aufgaben
mit dem Potential zur strukturell-allgemeinen Verarbeitung.

(c) Dass Beweisen und Verallgemeinern nicht vorkommt, ist jedenfalls fiir die Gymna-
sialpriifung als Manko anzusehen. Man verzichtet somit auf zentrale mathematische Tatig-
keiten (Bauer, 1978), die insbesondere fiir den Fortgang des Curriculums in der Oberstufe
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bedeutend waren, freilich auch dort nach vielfdltiger Meinung (Baptist & Winter, 2001;
Borneleit & al., 2001) nicht die Rolle spielen, die ihnen zukdamen.

Die drei Typen mathematischen Arbeitens, ohne die fiir die vorausgehenden Tabellen
verwendeten Ausdifferenzierungen, sind in den Priiffungsvarianten so verteilt, wie es die
folgende zusammenfassende Tabelle wiedergibt:

Tabelle 4 — 10. Ubersicht tiber die drei Typen mathematischen Arbeitens (nach den Priffungsvari-
anten HSA, MSA und MSA-Gy und den beiden Priifungsteilen). Anzahlen von
Aufgaben:
HSA MSA MSA-Gy
1. Prifungs- 2. Prifungs- | 1. Prufungs- 2. Prufungs- | 1. Prifungs- 2. Prifungs-
teil teil teil teil teil teil
technische Aufgaben 3 3 3 4 3 0

rechnerische Modellie-

rungs- und Problem- 4 14 5 11 5 10
l6seaufgaben
begriffliche Modellie-
rungs- und Problem- 0 2 2 3 2 4
|6seaufgaben
gesamt 7 | 19 10 | 18 10 | 14

Die Tabelle arbeitet nun ibersichtlich heraus, dass die ZP-10 in allen Varianten ein
durch den Modellierungsschwerpunkt der Kernlehrpline bedingtes Ubergewicht des rech-
nerischen Typus hat. Insgesamt kristallisieren sich somit in dieser zusammenfassenden
Analyse unter dem Begriff , Typen mathematischen Arbeitens“ weiterhin die bereits bei den
einzelnen Aufgaben-Merkmalen und auch bei der Analyse der prozessbezogenen Kompe-
tenzen erkannten Charakteristika der ZP-10 heraus. Die im folgenden Kap. 5 vorgenomme-
nen Einzelanalysen ausgewdhlter Aufgaben werden diese Eindriicke auf der Aufgaben-
Ebene vertiefen. Es werden dabei zwar einzelne Aufgaben diskutiert, aber sie stehen
exemplarisch fiir zentrale Problematiken der Konstruktion mathematischer Aufgaben. Auf
die zugehorigen Kompetenzen auf Schiilerebene kommen wir in Kap. 8 bei der Analyse
konkreter Schiilerbearbeitungen wieder zu sprechen
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5 Allgemeine Problematiken bei der Aufgaben-Stellung, die
bei konkreten Aufgaben erkennbar werden

Manche grundlegende Problematiken der Aufgabenstellung werden erst bei der Be-
trachtung einzelner Aufgaben sichtbar. Dennoch handelt es sich dabei um allgemeine Fra-
gen, auf die man bei der Konstruktion von Aufgaben fiir die unterschiedlichsten Zwecke
kommen wird, fiir Testaufgaben, Priifungsaufgaben und Unterrichtsaufgaben. Die Be-
wusstheit iiber solche Grundproblematiken ist eine Voraussetzung fiir die reflektierte Kon-
struktion von Aufgaben. In diesem Kapitel folgen Einzelanalysen von Aufgaben noch unter
dem Gesichtspunkt der Aufgabenstellung; in Kap. 8 werden Analysen von einzelnen Auf-
gaben durchgefiihrt, in die dann auch die Beobachtung von konkreten Schiilerlésungen
eingehen wird. Beide Analyseteile zielen darauf ab, die unterschiedlichen Parameter, die
den kognitiven Anspruch und die Schwierigkeit einer Aufgabe beeinflussen, noch spezifi-
scher - gleichwohl unter generalisierbarer Perspektive — herauszuarbeiten.

5.1 Zum generellen Problem der Aufgaben zu Basiskompetenzen

Der erste Priifungsteil der ZP-10 - die ,Aufgabe 1“ mit ihren 7 (in HSA) bzw. 10 (in MSA
und MSA-Gy) Aufgaben - ist in allen Varianten der ZP-10 dem Abpriifen von ,Basiskompe-
tenzen“ gewidmet, wie es in den Vorgaben des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung
des Landes Nordrhein-Westfalen heifdt. Die Frage muss also gestellt werden, inwieweit hier
tatsdchlich Grundkenntnisse tangiert werden. Es ist dabei allerdings erklarte ,Politik“ der
aktuellen Kernlehrpldne von Nordrhein-Westfalen, mathematische Fertigkeiten keinesfalls
losgelost von Kontextbindungen und realitatsorientierten Einkleidungen zu erfassen, son-
dern auf solche Kompetenzen abzuheben, ,die fiir einen angemessenen Umgang mit Zah-
len und Grof3en im Alltag sowie fiir das vertiefte Anwenden und Betreiben von Mathematik
eine besondere Rolle spielen (Basiskompetenzen)“ (Ministeriumsvorgaben, sieche Anhang
und Kap. 2.1). Damit sind zwei Grundtypen von Basiskompetenzen angesprochen.

In der HSA-Priifung ist der erste Typ, Basiskompetenzen fiir den mathematischen Um-
gang im Alltag, umgesetzt in den Aufgaben 1a - ,Auto fahrt in 1 Stunde ... 1b -, Kisten auf
LKW und 1f - ,Ergebnisse einer Klassenarbeit“. Die Aufgaben 1c - ,Umfang eines Quad-
rats“, und 1e - ,Volumen eines Quaders“ kann man im Sinn des zweiten Typs als kontext-
freies Abpriifen von Fertigkeiten ansehen, und Aufgabe 1d - ,Fliche einer Figur” ist eine
rechnerische Problemléseaufgabe mit innermathematischem Kontext, durchaus nahe an
einer fertigkeitsbezogenen Aufgabe®. Auch in Aufgabe 1fi steht eine Fertigkeit, das Ablesen
konkreter Werte aus einer graphische Darstellung, im Vordergrund.

Im HSA-Bereich wird man fragen miissen, ob das Spektrum der abgepriiften Basiskom-
petenzen breit genug ist. Immerhin sind drei der 7 Aufgaben einfache geometrische Be-
rechnungen. Die in den Vorgaben erwdhnten Fahigkeiten zum Schatzen und Runden feh-
len.

Im MSA- und MSA-Gy-Bereich sind Basiskompetenzen erster Art umgesetzt in den Auf-
gaben 1a - ,Maf3stab Modellauto®, 1b - ,Quadernetze®, 1c - ,Werkstiick“ und 1e - ,Blitz und
Donner. Die Aufgabe ,Quadernetze” betrachten wir als ,technisch® (siehe Kap. 4.2), indem
einfache Konstruktionsregeln anzuwenden sind. Die anderen Aufgaben haben aufderma-
thematische Kontexte. Die Ministeriums-Vorgabe ,Umgang mit Variablen, Termen und
Gleichungen® soll durch die Aufgabe 1d -, Schrittmafdregel“ eingel6st werden, der stochas-

*! Die Schwierigkeit, solche Aufgaben theoretisch einzuordnen, wurde bereits im Abschnitt iiber
Typen mathematischen Arbeitens diskutiert.
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tische Teil der Vorgaben durch if - ,Einen Quader werfen®. Beide Aufgaben sind kognitiv
anspruchsvoll. So kommt in der gesamten folgenden MSA- und MSA-Gy-Priifung keine der
»Schrittmafiregel“ vergleichbare Aufgabe zum Verstandnis funktionaler Zusammenhdnge
mehr vor und 1f ist aufgrund des gewahlten Zufallsexperiments fiir Schiilerinnen und Schii-
ler schwer zu durchschauen (siehe die Einzelbesprechung von Schiilerbearbeitungen in
Kap. 8.2).

Generell scheint also ungeklart zu sein, inwieweit nicht nur elementare inhaltliche
Kompetenzen, wie die Reproduktion von Regeln (sei es kontextfrei oder innerhalb reali-
tatsorientierter Aufgabenkontexte), zu den Basiskompetenzen gerechnet werden sollen,
sondern auch anspruchsvollere prozessorientierte Kompetenzen. Nur auf rechnerisch ab-
zuarbeitende Modellierungsaufgaben sollte man sich jedoch nicht beschranken. Zu beden-
ken ist weiter, ob nicht auch rein formale mathematische Fertigkeiten — Rechnen mit Zah-
len und Termen, standardisiertes Zeichnen - unter den Basiskompetenzen Platz finden
sollten, etwa im Sinne des von Bruder mehrfach betonten Wachhaltens des Basisk6nnens
(Bruder, 2008). Es scheint uns diese Problematik auch in der Mathematikdidaktik noch
nicht voll ausdiskutiert zu sein, wenn man an die derzeit kontrovers verlaufenden Diskus-
sionen Uber ,Mindeststandards® denkt.

5.2 Koharenz in Aufgabengruppen: Von verbindenden Kontexten
zur zusammenhangenden Mathematik

Auch fiir zentrale Priiffungen gilt ein Grundprinzip jeder bewussten Gestaltung von
Lehr-Lern-Umgebungen: Die Schiilerinnen und Schiiler werden anhand von konstruierten
Aufgaben kognitiv aktiviert und somit durch gedankliche Zusammenhange gefiihrt. Zwar
re-konstruieren (als Individuen) und ko-konstruieren (im sozialen Geschehen des Unter-
richts) die Schiilerinnen und Schiiler diese Zusammenhange jeweils individuell, aber gera-
de dies hat zur Folge, dass Reihenfolgen von Teilaufgaben, Beziige der Aufgaben unterei-
nander, Wiederaufnahmen von Gedanken oder das Hinnehmen von Gedankenspriingen
wichtige Kriterien fiir die Aufgabenkonstruktion sind. Einfliisse sind dabei in beiden Rich-
tigen vorhanden: Die Aufgabenkonstruktion beeinflusst — nicht voll vorhersehbar - die
kognitiven Prozesse, die bei den Schiilerinnen und Schiiler ablaufen, und umgekehrt hat
die Aufgabenkonstruktion auf diese Prozesse - soweit wie moglich und erkennbar - Riick-
sicht zu nehmen.* Idealerweise besteht ,Kohdrenz® innerhalb einer Aufgabengruppe dann,
wenn man innerhalb der Aufgabengruppe von verbindenden auflermathematischen oder
innermathematischen Kontexten ausgehend gezielt zum Aufbau, zur Entfaltung und Wei-
terflihrung mathematischer Inhalte kommt.

Die ZP-10 in Nordrhein-Westfalen wahlt eindeutig die Option, auf3ermathematische
Kontexte in Aufgabengruppen als verbindende Klammern einzusetzen. Wie das Zusam-
menspiel von Kontexten und Inhalten sowie vor allem der Aufbau und die Sequenz der
Inhalte stattfinden, definiert letzlich die Kohdrenz in einer Aufgabe. Wir zeigen dies in
Folgenden exemplarisch an den Aufgabengruppen der HSA-Priifung, weil die Grundprob-

*2 In der Instruktionspsychologie wird die hier angeschnittene Problematik unter Stichworten wie
Sequenzierung und Strukturierung verhandelt. Uberlegte Sequenzierung im Unterricht kann dabei
bessere Lernergebnisse auslosen als weniger strukturierter Unterricht (vgl. fiir den Grundschulun-
terricht in den Naturwissenschaften Hardy & al., 2006). Unseres Wissens ist die analoge Problem-
stellung fiir Testaufgaben nicht systematisch untersucht; fiir Unterrichtsaufgaben sind Gesichts-
punkte der Sequenzierung in J. Neubrand (2002, Kap. 22 und 23) beschrieben.
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lematik und mehr oder weniger gelungene Beispiele auch schon hier herausgearbeitet wer-
den konnen; die gleichen Mafdstibe sind natiirlich auch an die MSA- bzw. MSA-Gy-
Priifungsvarianten anzulegen. Unter Aufgabengruppe verstehen wir dabei die in der ZP-10
als Aufgabe 1, Aufgabe 2, Aufgabe 3, Aufgabe 4 bezeichneten Zusammenstellungen mehre-
rer von den Aufgabenstellern zueinander in Beziehung gesetzten Teilaufgaben.

Die Aufgabengruppe HSA-1 und ebenso auch die identischen Aufgabengruppen MSA-1
bzw. MSA-Gy-1 sind, wie soeben besprochen, der Priiffung von Basiskompetenzen gewid-
met. Diese Gruppen sind daher bewusst ohne kontextuellen und inhaltlichen Zusammen-
halt konstruiert. Das ist mit Blick auf die Funktion dieser Aufgaben zu akzeptieren. Den
Lehrerinnen und Lehrern ist dies gemdf3 den Vorgaben des Ministeriums sogar vorab be-
kannt. Bei den anderen drei Aufgabengruppen wird den Schiilerinnen und Schiilern jeweils
mit einem kurzen Vorspann aus Texten Graphiken, Bildern - dem sog. ,Stamm® der Aufga-
bengruppe - signalisiert, dass nun die Auseinandersetzung mit einem bestimmten aufser-
mathematischen Kontext erfolgen wird.

In der Aufgabengruppe HSA-2 wird mit einem kurzen Text und einer Graphik das The-
ma ,, Krankenversicherung“ aufgerufen. Dieses Thema, genauer: die zeitliche Entwicklung
der Beitragssdtze von 1970 bis 2005, wird fiir die Aufgaben HSA-2a und -2b unmittelbar
sowie in Grenzen auch noch in HSA-2c beibehalten. HSA-2c nimmt eine der Informationen
aus der einleitenden Graphik auf, wiederholt diese jedoch, erginzt sie um ein neues Kon-
text-Element (Arbeitnehmer zahlt die Halfte des Beitrags; vgl. Kap. 5.3) und fahrt dann mit
einer konkreten Berechnung anderen Inhalts weiter. HSA-2d beginnt nochmals mit einer
neuen Information, gewissermafien einem neuen ,Stamm®, und setzt dann mit den Unter-
aufgaben HSA-2d1 und -2d2 ein. Die neue Information ,20 % der Arbeitnehmer haben eine
Zusatzversicherung“ soll den Stamm der Gesamtaufgabe fortsetzen. Es ist aber nicht not-
wendig, dass die Schiilerinnen und Schiiler dies so auffassen. Die Zusatzversicherung kann
auch irgendeine ,andere“ Versicherung sein, und die Aufgaben HSA-2d1 und -2d2 sind
trotzdem losbar (vgl. auch das folgende Kap. 5.3). Dass die Kontext-Informationen der Rei-
he nach auftreten, ist verstandlich, denn so wird die Anforderung ans Leseverstdndnis re-
duziert.

Die behandelten mathematischen Inhalte in der Aufgabengruppe HSA-2 sind unterei-
nander zwar durch das permanente Vorkommen von ,Prozent® verkniipft. Es werden aller-
dings jeweils verschiedene, sich gegenseitig nicht aufbauende mathematische Aspekte an-
gesprochen. Von mathematischem Zusammenhang kann man gerade noch bei HSA-2a und
HSA-2b sprechen, denn beide Aufgaben dienen dem genaueren Betrachten der abgebilde-
ten Graphik. HSA-2c unterbricht aber diesen mathematischen Zusammenhang wieder,
indem in einer Modellierungsaufgabe eine konkrete Berechnung stattfinden soll. Abermals
wechselt anschlieffend der mathematische Aspekt, denn die beiden letzten Aufgaben HSA-
2d1 und -2d2 haben eine andere gemeinsame mathematische Klammer, das Nachdenken
tiber die moglichen Darstellungen und Bedeutungen von 20 %. HSA-2d1 und -2d2 hiangen
aber damit wirklich auf mathematischer Ebene systematisch zusammen, indem die erste
der Aufgaben nach graphischen Interpretationen fragt und die zweite Aufgabe nach situa-
tiven Zuordnungen zum Prozentbegriff.

Die Aufgabengruppe HSA-3 behandelt die Situation ,Maren bastelt Sterne aus Pap-
pe“. Die Funktion dieses bis zum Ende konsequent durchgehaltenen Kontexts ist es, die
auftretenden geometrischen Aufgaben nicht durch allzu viel sprachlich ausgedriickte
Fachbegrifflichkeit zu belasten. Die Zeichnung, die Marens Voriiberlegungen darstellt, ent-
halt ndmlich geometrische Informationen, die dann im Text gar nicht mehr erscheinen
missen, etwa, dass die Dreiecke gleichschenklig sind und dass ihre Hohe 6 cm betragt (vgl.

Kap. 3.2.1-4).
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Die mathematisch Inhalte, und damit in der Intention auch die kognitiven Verkniip-
fungsleistungen der Schiilerinnen und Schiiler, sind tiber weite Strecken koharent. Mit
Aufgabe HSA-3a sind die Schiilerinnen und Schiiler - indirekt durch die Art der Aufgaben-
stellung — zundchst aufgefordert, sich ein genaues Bild der geometrischen Konfigurationen
zu machen. Das Ablesen der Seitenldange [ der Pappe gibt die Gelegenheit — von den Schiile-
rinnen und Schiillern angenommen oder nicht -, die angezeichneten 6 cm als die Hohe des
Dreiecks zu verstehen, und genau diese Information braucht man in Aufgabe HSA-3b.
Auch HSA-3c1 greift direkt auf die nun in zwei vorherigen Aufgaben gewonnenen Erkennt-
nisse zuriick: Man kann nur dann zeichnen, wenn man erkannt hat, dass die Spitze des
Dreiecks auf die gegeniiberliegende Quadratseite fallt.

HSA-3c2 hingegen stort diese begonnene mathematische Kohdrenz deutlich. Die Frage
nach den Prozenten ist an dieser Stelle weder sachlich geboten, noch fiihrt sie einen ma-
thematischen Gedanken weiter®. Diese Storung hatte allerdings leicht vermieden werden
konnen. Ware nach einer Begriindung dafiir gefragt worden, dass das Dreieck die Halfte
des Flacheninhalts des Quadrats ausfiillt, ware unmittelbar der Anschluss an die Analyse
der bereits andiskutierten geometrischen Figuren angeschlossen worden. Kohdrenz ware
wieder hergestellt.

Davon abgesehen beobachten wir von HSA-3a iiber -3b und -3c1 eine organisch aufbau-
ende Fortfithrung des mathematischen Gedankens, von einer einfachen geometrischen
Zeichnung zu einer raumlichen Figur zu kommen. Diese Figur ist in HSA-3d und -3e die
Pyramide, die man sich tatsachlich durch Auffaltprozesse, wie sie in HSA-3c1 gedanklich
bereits angebahnt sind, erzeugt denken kann. Die Aufgaben HSA-3d und -3e benutzen also
abermals den Stamm der Gesamtaufgabe HSA-3 und fiihren ihn durch eine kurze weitere
Information konsequent weiter. Es bleiben alle Mafde und die geometrischen Zusammen-
hange erhalten.

Was sich hier als konsequent kohdrent konstruierte Aufgabenabfolge darstellt, ist aller-
dings ausschliefdlich aus der Perspektive der Aufgabensteller so nachzuvollziehen. Ob die
Schiilerinnen und Schiiler tatsdchlich diese Konstruktionsmerkmale erkennen und diesen
in ihren Bearbeitungs- und Gedankenschritten folgen, ist eine ganz andere Frage. Man
kann sie mit den hier zur Verfiigung stehenden Daten nicht beantworten.

In der Aufgabengruppe HSA-4 wird ebenfalls durch einen (eher tabellarisch gestalteten)
Text und die unmittelbar ins Auge fallende Graphik in HSA-4a ein aufdermathematischer
Kontext aufgemacht, das , Freizeitbad Waterworld“. Die offenbar wohliiberlegt an den
Anfang gestellte Aufgabe HSA-3a hat eine durchweg mathematische Bedeutung. Die Struk-
tur der Preisgestaltung in diesem Schwimmbad kann man auch aus der verbalen Informa-
tion verstehen. HSA-4a will aber, dass die Schiilerinnen und Schiiler diese Preisstruktur
unter der Perspektive des allgemeinen Funktionsbegriff sehen. Dies ist ein mathematisch
motivierter Einstieg, der dann in den Aufgaben HSA-4b1 und -4b2 weiter ausgefithrt wird.
Dabei variieren die beiden Aufgaben systematisch zwischen direkter Aufgabe und Um-
kehraufgabe.

Die Aufgaben HSA-4c1, -4c2 und -4c3 machen nun allerdings einen zusatzlichen Kon-
text auf und dabei geht auch die mathematische Kohdrenz verloren. Zwar wird in HSA-4c1

* Erfreulicherweise gibt es in der ganzen ZP-10 nur noch eine Aufgabe mit diesen eingeschobenen
Prozent-Berechnungen, nimlich MSA-Gy-2d1 (vgl. zur Einbettung dieser Aufgabe Kap. 8.4). In
der neueren Aufgaben-,,Kultur findet man leider allzu oft solche Prozentaufgaben als unange-
schlossene Zusatzaufgaben. Mit solchen Aufgaben wird nur bei oberflichlicher Betrachtung ein
Lintegratives” Aufgabenformat im Sinne von Kap. 3.2.2 hergestellt.
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noch eine Information aus dem Stamm der Gesamtaufgabe gebraucht, die Fragestellung
hat sich nun aber von der Preisstruktur entfernt. In HSA-4c1, wie in den beiden anderen
Aufgaben HSA-4c2 und -4¢3, kommt der ,neue“ Kontext zur Geltung und mit ihm die neue
mathematische Fragestellung: Rechnungen zu den Besucherzahlen. Aber selbst innerhalb
dieses anderen Kontexts besteht keine mathematische Koharenz: In HSA-4c1 geht es um
eine linear-multiplikative Abschdtzung, in HSA-4c2 kommt der Begriff ,,durchschnittlich®
ins Spiel und in HSA-4c3 wird eine Prozentrechnung verlangt, allerdings nicht so kiinstlich
hinzugefiigt wie oben bei HSA-3c2. Erneut wird fiir die Aufgaben HSA-4d1 und -4d2 ein
vollstindig neuer Kontext nachgeschoben; das Schwimmbad ,Waterworld“ taucht nur
noch als Eigenname auf. Die Aufgaben selbst sind einfache Modellierungsaufgaben und
hatten als Aufgaben zum grundlegenden proportionalen Denken auch in die Aufgaben-
gruppe iiber die Basiskompetenzen gepasst.

Insgesamt zeigt sich also, dass Kohdrenz in den mathematischen Fragestellungen - im
Sinn einer aufbauenden Weiterfithrung der eingeschlagenen mathematischen Gedanken -
in unterschiedlicher Weise in der HSA-Priifung realisiert ist. Dieses zentrale Merkmal der
Aufgabenkonstruktion ist wohl am konsequentesten in der Aufgabe ,Maren bastelt Sterne®
umgesetzt. Ein verbindender aufermathematischer Kontext wird benutzt, um einen ma-
thematischen Gedanken - vom Ausschneiden aus der Pappe zu einer raumlichen Figur -
bestindig aufbauend weiter zu entwickeln. In den anderen Aufgabengruppen findet sich
hingegen noch ein dufderlich angerissener Kontext, aber inhaltliches Aufeinander-Beziehen
von mathematischen Aktivitaten der Schiilerinnen und Schiiler ist nur lokal realisiert.

Es gibt noch eine andere Art, auf mathematische Kohdrenz nunmehr in der gesamten
Priifung zu achten. Diese geht von mathematikdidaktischem Wissen iiber bestimmte In-
haltsbereiche aus. Am Beispiel der Prozentrechnung kann man diese Idee so darstellen: Im
Verlauf der gesamten Priiffung kommen an verschiedenen Stellen Aufgaben mit dem Pro-
zentbegriff vor. Es kann nun gefragt werden, ob die bekannten systematischen, stoffdidak-
tischen Aspekte der Prozentrechnung in der Priifung abgedeckt sind, wo Liicken bestehen,
wo Ergdanzungen noétig waren. In der vorliegenden ZP-10-2008 ist der Bereich der Prozent-
rechnung tatsachlich der einzige engere Stoffbereich, bei dem sich einen solche Frage lohn-
te. Noch allgemeiner nach Kohdrenz gefragt ware es namlich, zu untersuchen (im Nach-
hinein bei der Analyse) oder festzulegen (im Vorhinein bei der Aufgabenkonstruktion),
welche weiteren zentralen Stoffgebiete man mit einigermafien kompletten Gesichtspunk-
ten anschneiden will; die Aufgabenkonstruktion miisste sich dann vorab daran, und nicht
an den gewdhlten auf3ermathematischen Kontexten orientieren.

5.3 HSA-2 — , Krankenversicherung”:
Das Problem stillschweigend vorausgesetzten Sachwissens

Die Aufgabe HSA-2 - ,Krankenversicherung® wirft - jenseits einer mdglichen Einzelkri-
tik etwa an der Formulierung bestimmter Teilaufgaben - eine grundsatzliche Problematik
aller tatsachlich realitdtsbezogenen Aufgaben auf, der man prinzipiell nicht entgehen kann.
Da es erklarte Intention - die wir durchaus teilen - des Ministeriums fiir Schule und Wei-
terbildung des Landes Nordrhein-Westfalen ist, mit solchen Aufgaben auch in zentrale
Priifungen zu gehen, schneiden wir diese Problematik hier an, ohne jedoch eine endgiiltige
Losung des Gesamtproblems geben zu konnen.

Realitdtsorientierung ernst zu nehmen, bedeutet, dass in der Aufgabe Kontexte ange-
sprochen werden, die nicht nur mit lokalen Informationen bedient werden kénnen, wie sie
in den wenigen Zeilen einer ,Text“-Aufgabe mitgeteilt werden konnten. Vielmehr muss
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(jedenfalls idealerweise) die Sache selbst in einem umfassenderen Sinn beim Lésen der
Aufgabe fiir die Schiilerinnen und Schiiler prasent sein. Am deutlichsten hat das schon vor
Jahren Heinrich Winter dargestellt**: ,Entscheidend ist der Primat der Sache: Sachsituatio-
nen sind hier nicht nur Mittel zur Anregung, Verkdrperung oder Ubung, sondern selbst der
Stoff, den es zu bearbeiten gilt. Sachrechnen ist damit ein Stiick Sachkunde [Hervorhebung
J.N. & M.N.]. Die Schiiler sollen befdhigt werden, umweltliche Situationen durch mathema-
tisches Modellieren klarer, bewusster und auch kritischer zu sehen.“ (Winter, 1985, S. 31)
Und bereits eingangs des Buches betont Winter: Vor allem, ,, ... und das ist nun der ent-
scheidende Punkt, muss die beschriebene Situation verstanden [Hervorhebung im Origi-
nal] werden, um die Aufgabe im Sinne eines Problemldseprozesses bearbeiten zu konnen.
Das Verstehen der Situation bedeutet grob gesagt: sie in das Netz des Wissens einzuordnen
und im Bewusstsein als strukturierte Ganzheit aufzubauen, und zwar strukturiert auf die
Fragestellung hin. Solange der Schiiler die Informationen [...] nur als Einzelteile erkennen
oder wahrnehmen kann, solange ist kein Verstandnis da, und damit kime eine richtige
Losung allenfalls zufdllig zustande.“ (Winter, 1985, S. 8)

Das angesprochene Grundproblem wird aufderordentlich deutlich sichtbar in der Aufga-
be HSA-2 - ,Krankenversicherung®. Es geht in dieser Aufgabe, von der Sache her betrach-
tet, um die zeitlichen Verdanderungen der Beitragssitze zur Krankenversicherung, wer sie
zu bezahlen hat und wie eine Zusatzversicherung Teil des Systems ist. Der Aufgabentext
signalisiert, dass man diesen Sachkontext sehr ernst nimmt. Man bedient sich - den deut-
schen Regelungen zur Krankenversicherung entsprechend - der einschldgigen Fachtermini.
Wir finden allein auf dieser einen Seite des Aufgabentexts die folgenden Fachbegriffe:

—  Krankenversicherung,

—  Beitragssatz (und implizit, dass der Beitragssatz sich zeitlich dndern kann),

—  Bruttolohn (aber nicht Nettolohn oder Lohn generell),

—  Arbeitnehmer (aber nicht wer es ist, der ,die andere Halfte“ des Beitrags zahlt),

—  Zusatzversicherung (aber nur, dass sie bestimmte ,, Arbeitnehmer haben®, nicht wer
dafir aufkommt).

Ohne es ausdriicklich zu sagen, das ist erkennbar an den in der Aufgabe ausgelassenen
Darstellungen bestimmter Funktionalititen des Systems, wird also von den Schiilerinnen
und Schiilern erwartet, dass sie iber gentigend Sachwissen tiber das deutsche Krankenver-
sicherungswesen verfiigen.

Andernfalls konnten freilich einige (alle?) Teilaufgaben dennoch gelost werden. Aller-
dings liefe dann beispielsweise die Teilaufgabe

HSA-2c¢ — ,,Krankenversicherung**
c) Im Jahr 2005 mussten 14 % des Bruttolohns an die Krankenversicherung be-
zahlt werden. Die Halfte davon musste der Arbeitnehmer selber zahlen.

Ein Dachdecker hatte einen Bruttolohn von 2 200 €. Wie viel Euro musste er an die
Krankenversicherung bezahlen? Notiere deine Rechnung.

auf ein reines, ,unverstandenes“ (wie Winter sagt, s.0.) Rechnen 14 % * %2 * 2200 € hinaus.
Dass man *% einfiigen muss, kime dann nicht aus dem Verstehen der sozialpolitischen
Situation, sondern lediglich daraus, dass im Aufgabentext das Wort ,die Halfte“ auftaucht.

* Dass sich der Titel des Buches von Heinrich Winter auf die Grundschule bezieht, ist hier uner-
heblich. Es geht um die grundsitzliche Ausrichtung eines realitdtsbezogenen Mathematikunter-
richts in allen Schulstufen.
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Es liegen uns keine Aufgabenbearbeitungen der ZP-10 aus Hauptschulen vor, in denen
man nach Indizien fiir solches unverstandenes Rechnen suchen konnte. Es ware auch
schwer, solche Wissensdefizite in Einzelheiten aus den - naturgemafd kurzen - schriftli-
chen Dokumenten heraus zu bestdtigen, denn Schiilerinnen und Schiiler schreiben ja eben
oft nur die Rechnung hin. Zur Kontrolle haben wir daher - unsystematisch und nicht re-
prasentativ - durch einen Lehramtsstudenten in den 9. und 10. Realschulklassen einer
Schule nachfragen lassen. Die Ergebnisse sind eher erniichternd, wie es aber auch zu er-
warten war: Was Brutto- und Nettolohne sind, konnte ein Grofiteil der Schiilerinnen und
Schiiler korrekt sagen. Allerdings wussten viele Schiiler nicht, woraus sich die Abziige zu-
sammensetzen. Allgemein bekannt sind lediglich Lohn- und Einkommensteuern. Viele
Schiiler scheinen nicht zu wissen, dass es vom Bruttolohn weitere Abziige gibt; allenfalls
wurde die Kirchensteuer genannt, gelegentlich auch die Krankenversicherung, nur einmal
die Arbeitslosenversicherung. Vollig unbekannt ist, dass auch die Arbeitgeber Abgaben auf
den Bruttolohn zahlen miissen, und wofiir. Und eben dies ist der sachliche Hintergrund
der Teilaufgabe HSA-2c.

Die Problematik fiir derartige Aufgaben in zentralen Priifungen ist nun klar zu umrei-
3en: Auf welches Sachwissen kann man sich bei Schiilerinnen und Schiiler wirklich verlas-
sen? Wie konnen Aufgabenentwickler dariiber im Voraus Klarheit erhalten? Riskiert man
in dieser Situation nicht, dass die angeblich realitdtsbezogenen, vielleicht sogar als ,au-
thentisch“ angesehenen Aufgaben eben doch nur als eingekleidete Rechenaufgaben gelost
werden konnen? Die Ergebnisse in Form von Prozentzahlen korrekter Losungen allein
konnen kaum Riickschliisse tiber diese Effekte geben. Detailuntersuchungen zum Sachwis-
sen von Schiilerinnen und Schiilern, genauer: von je spezifischen Gruppen von Schiilerin-
nen und Schiilern, gibt es in der Breite nicht. Es konnte aber ein konstantes Element des
systematischen Pilotierens von Aufgaben fiir zentrale Priifungen werden, vorab Sachwissen
bei einer Stichprobe von Schiilerinnen und Schiiler zu erheben, wenn man beabsichtigt,
Aufgaben zu spezifischen authentischen Kontexten zu stellen. Die Aufgabentexte selbst
missten dazu gar nicht frei gegeben werden; es gentigt, Schiiler-Wissen tiber einen Kon-
text auf der sachlichen Ebene zu eruieren.

5.4 MSA-3a und MSA-3c — ,,Fehlerwahrscheinlichkeiten”:
Geringe Verschiebungen andern den Charakter einer Aufgabe

Die folgenden beiden Aufgaben sind eine markante Demonstration des Effekts, dass be-
reits kleine Anderungen im Aufgabentext und in der Aufgabenformulierung den kognitiven
Charakter (und damit beispielsweise den ,Typ mathematischen Arbeitens® (siehe 3.2.6)
aber auch andere Aufgabenmerkmale) entscheidend beeinflussen kénnen. In beiden Teil-
aufgaben® geht es vordergriindig darum, Fehlerwahrscheinlichkeiten von einer in eine
andere Darstellungsweise umzurechnen. Darstellungen wechseln zu konnen ist eine in den
Kernlehrpldnen von Nordrhein-Westfalen erwédhnte, allerdings nicht wie in den Bildungs-
standards eigens ausgewiesene prozessbezogene Kompetenz. Die Aufgaben stehen in der
ZP-10 auf der gleichen Seite untereinander und sind nur durch die kurze Zwischenfrage
MSA-3b (im Folgenden nicht abgedruckt) unterbrochen.

* Nur die Aufgabe MSA-3c, nicht aber die Aufgabe MSA-3a ist in der ZP-10 fiir die Gymnasien
enthalten.
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MSA-3a und MSA-3c — ,,Fehlerwahrscheinlichkeiten*

In Untersuchungen mit Sportlern wurden Schétzwerte fiir Fehlerwahrscheinlichkeiten
in unterschiedlichen Situationen ermittelt. Ziel war es, mogliche Fehler durch zielge-
richtetes Training weitgehend auszuschlieen.

L Fehlerwahr-
Situation scheinlichkeit
A | Einfache und hiufig durchgetithrte Aufgabe 0,001
B | oft geiibte Aufgabe unter Zeitdruck 0.01
C | schwierige Aufgabe 0.1
D | schwierige Aufgabe unter Stress 0.3

a) In welcher der beschriebenen Situationen tritt die Fehlerwahrscheinlichkeit
1-107% auf? Notiere den zugehérigen Buchstaben in deinen Unterlagen.

c) Schwierige Aufgaben unter Stress werden von Sportlern mit einer
Fehlerwahrscheinlichkeit von 0,3 ausgefiihrt. Beurteile, ob die folgenden
Aussagen stimmen. Kreuze an.

Das bedeutet, dass stimmt S“?“““
nicht

es 1 etwa 30 % der Fille zu emem Fehler kommt.

die Fehlerwahrscheinlichkeit 3 - 107" betréigt.

30 Fehler gemacht werden.

in 3 von 10 Fillen sicher ein Fehler auftritt.

In der ersten Aufgabe sind in der rechten Spalte der Tabelle Zahlen im immer gleichen
Darstellungsformat — Dezimalbriiche - aufgefiihrt. Die Losung der Aufgabe besteht darin,
die alternative Zehnerpotenz-Schreibweise einem dieser Dezimalbriiche zuzuordnen. Zur
Not kann das auch ein Taschenrechner l6sen. Es handelt sich daher um eine ,technische®
Aufgabe und um die Anwendung von Standardprozeduren. Ganz anders fillt die zweitge-
nannte Aufgabe MSA-3c aus. Hier sind Urteile zu fallen, welche der konkreten Situationen
auf die Fehlerwahrscheinlichkeit zutrifft. Es sind also Situationen in das vorgegebene ma-
thematische Modell Fehlerwahrscheinlichkeit einzuordnen und es ist schlief3lich ein Urteil
tiber die jeweilige Situation abzugeben. Auch sind Vorstellungen abzurufen tiber stochasti-
sche Grundbegriffe wie ,sicher” und ,etwa“. Rein prozedural kann die Aufgabe nicht mehr
bearbeitet werden.

Beide Aufgabentypen haben gleichermafien ihre Berechtigung in zentralen Abschluss-
priffungen

5.5 MSA-4, MSA-Gy-4 — ,Hangebriicken”:
Das Problem der einzuhaltenden Breite in den Grundvorstel-
lungen zum zentralen Begriff Funktion

Vor einer Analyse der Bearbeitungen dieser Aufgaben durch Schiilerinnen und Schiiler
in Kap. 8.5 und 8.6.5 kann hier auf ein ebenfalls zentrales Problem der Aufgabenstellung
hingewiesen werden. Gerade in Abschluss-Priifungen sollen die Schiilerinnen und Schiiler
u.a. ein hinreichendes mathematisches Grundwissen aus dem Bereich des Mathematikun-
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terrichts in den vergangenen Jahren nachweisen konnen. Dies verlangt, dass wenigstens die
zentralen Begriffe des Mathematikunterrichts in ausreichender Breite vertreten sind, wobei
»Breite“ sich nicht nur auf Fertigkeiten beziehen kann, sondern auch die Vielfalt der mit
einem Begriff verbundenen Grundvorstellungen (vom Hofe, 1995) meint.

Einer der grundlegenden Begriffe, die im Mathematikunterricht auszubilden sind, ist
der der Funktion. Umgehen mit Funktionen kommt daher zu Recht an mehreren Stellen in
der Kompetenz-Matrix der Vorgaben des Ministeriums zur ZP-10 (sieche Anhang) vor. Die
Aufgabe mit den meisten funktionalen Aspekten ist sicher die vierte Aufgabe in MSA und
MSA-Gy. Diese Aufgabengruppe beschaftigt sich mit ,Hangebriicken, genauer den para-
belféormigen Formen der Stahlseile solcher Briicken, und einmal mit einer Bogenbriicke,
deren Bogen ebenfalls die Form einer Parabel hat.

Es kommen diese quadratischen Funktionen vor:
y =-0,001875x*+5, y=0,001875-Xx"+5, Yy=0,001875x2-5.
y =0,002:X*+3, y=-0,007-X"+1,3-X

Sie dienen alle einem Zweck: Sie beschreiben eine ,statische“ Form eines Seils, bzw. ei-
nes Bogens. Zu bearbeiten sind immer gleiche Denkschritte: Setze ein, rechne die Nullstel-
len aus, verwende ggf. Symmetrien, entscheide iiber die Form aufgrund der Koeffizienten.
Zudem sind diese Schritte bei den vorgegebenen Funktionsgleichungen technisch relativ
einfach angelegt, freilich von den Schiilerinnen und Schiiler nicht immer so erkannt (siehe
Kap.8.5).

Damit ist jedoch nur eine Grundvorstellung von ,Funktion“ realisiert. Unverzichtbar fir
ein einigermafden breites Erfassen des Funktionsbegriffs ist aber wenigstens zusatzlich
auch die sog. Kovariations-Vorstellung (vom Hofe, 1995; Malle, 1993): Eine Grofe andert
sich im Verlauf der Anderung einer anderen Gréfe. Diese Vorstellung ist basal fiir die in
der gymnasialen Oberstufe anstehende Analysis (Biichter & Henn, 2009). Dieser Funkti-
onsaspekt kommt in der gesamten ZP-10 nur einmal vor, namlich in der Aufgabe zur sog.
»Schrittmafiregel“ im Basisteil der ZP-10 (MSA-1d, MSA-Gy-1d), und bei dieser Aufgabe
steht eher das Probieren denn das begriffliche Erfassen im Vordergrund.
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6 Die ZP-10 als Grundlage und Vorbereitung fiir den Ubergang
in die Oberstufe des Gymnasiums

Fir das Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen
sind die Kernlehrpldne und die darin ausgesprochenen Kompetenzerwartungen ,nicht nur
fachlich relevant, sondern zugleich auch in besonderem Maf3e bedeutsam fiir den weiteren
Bildungsweg der Schiilerinnen und Schiiler“*’. Fiir den Abschluss der Sekundarstufe I mit
dem Mittleren Bildungsabschluss bedeutet das, dass auch der Ubergang in die gymnasiale
Oberstufe inhaltlich vorbereitet sein soll. Dieser ist ndmlich unter der Voraussetzung ent-
sprechender Noten moglich, was im Einzelnen administrativ geregelt ist. Der Mittlere
Schulabschluss und damit auch die ZP-10 haben somit eine zusatzliche spezifische Funkti-
on, die Sicherung derjenigen Grundlagen, auf die der Mathematikunterricht in der Sekun-
darstufe II aufbauen kann.

Selbstverstandlich haben Priiffungen nicht als solche eine derartig vorbereitende Wir-
kung. Es ist aber zu fragen, ob die vorliegende ZP-10 genug solches Aufgabenmaterial ent-
halt, das anzeigen kann, dass im vorausgegangenen Mathematikunterricht eine hinrei-
chende Grundlage fiir den spdteren gymnasialen Mathematikunterricht gelegt wurde.
Zentrale Priifungen haben bekanntlich normierende Wirkungen auf die inhaltliche und
kompetenzbezogene Ausrichtung des Mathematikunterrichts. Die gestellten Aufgaben
konnen also indirekt durchaus etwas tiber das Problem der Vorbereitung auf die Oberstufe
aussagen.

Die Anforderungen, denen die Schiilerinnen und Schiiler in der gymnasialen Oberstufe
ausgesetzt werden, konnen unter drei Aspekten betrachtet werden,

— der Sicherung mathematischer Fertigkeiten,
—  der Bereitstellung von inhaltlichen Grundlagen und

— der Vertrautheit mit spezifischen mathematischen Arbeitsprozessen und den prozess-
bezogene Kompetenzen.

In allen drei Aspekten ist die ZP-10 nicht so breit angelegt, wie es das Ziel des Ubergangs in
die Oberstufe erfordert. werden sich gewisse Defizite im Aufgabenmaterial der feststellen
lassen, die zu einer zukiinftiger Aufgabenzusammenstellungen Anlass geben sollten Uber-
prifung. Bei dieser Diskussion ist aber zu beachten, dass es keineswegs einzelne Aufgaben,
einzelne Stoffelemente, einzelne Festschreibungen im Curriculum sind, die allein bestim-
men, wie adiquat ein Ubergang vorbereitet ist. Es spielt vielmehr die Einbettung des Ma-
thematikunterrichts in ein Gesamtbild von Mathematik eine entscheidende Rolle; vgl. dazu
ausfiihrlicher M. Neubrand (2009).

Es ist das erkldrte Ziel der ZP-10, dass mathematische Fertigkeiten wie arithmetische Be-
rechnungen, Termumformungen, algorithmisches Losen von Gleichungen, geometrische
standardisierte Konstruktionen etc. immer eingebettet in (meist aufSermathematische)
Kontexte auftreten sollen, weil die ZP-10, wie die Kernlehrpldne selbst, einem ,literacy“-
Anspruch verpflichtet ist. Fertigkeiten miissen darunter aber nicht automatisch zu kurz
kommen. Betrachtet man allerdings die in Kap. 3.2.4, insbesondere in Tab. 3-24, dargestell-
ten realisierten, von Kontexten abstrahierten Stoffgebiete, dann erkennt man, dass etwa
das Losen quadratischer Gleichungen nur in den einfachsten Fillen vorkommt (eine Null-
stelle bei o; fehlendes lineares Glied). Diese Aufgaben sind also offenbar gezielt so konstru-

% aus: http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/lehrplaene/kernlehrplaene-sek-i/

einfuehrung/einfuehrung.html.
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iert, dass sie Nicht-Standardlosungen ermoglichen sollen. Das verringert zwar zundachst
den Anspruch an technische Performanz. Aber die Aufgabensteller wollten offenbar gezielt
die Fahigkeit zum adaptiven Verhalten bei der Anwendung von Fertigkeiten betonen und
abrufen. Es wird sich aber in Kap. 8 bei der detaillierten Betrachtung von Schiilerbearbei-
tungen herausstellen, dass die Mehrheit der Schiilerinnen und Schiiler dennoch auf sche-
matische Verfahren zuriickgreift (, die dann zudem oft nicht durchgehalten werden).

Dies deutet nicht einfach auf mangelnde technische Fertigkeiten der Schiilerinnen und
Schiiler hin, sondern vor allem darauf, dass mit den Fertigkeiten keine vorab reflektieren-
den Haltungen ausgebildet werden. Beides, sicheres Beherrschen von mathematischen
Algorithmen und die Kompetenz zur Adaption jeweils geeigneter Verfahren, sind Grundvo-
raussetzungen fiir die in der gymnasialen Oberstufe behandelten Themen. Insbesondere in
der Analysis zielen diese ndmlich im Grundansatz auf eine begriffliche Vertiefung der in
der Sekundarstufe I zundchst auf der Fertigkeitsebene behandelten zentralen Thematiken,
wie etwa den Funktionsbegriff und die Grundidee der Linearitat.

Geometrisches Zeichnen und Konstruieren fehlt in den Aufgaben des MSA-Bereichs; nur
in der HSA-Priifung gibt es eine Aufgabe, in der die Schiilerinnen und Schiiler konkret
zeichnen miissen. Auch diese Fertigkeiten sind eine wichtige Grundlage fiir die gymnasiale
Oberstufe, wenn man etwa an die geometrischen Zugange zum Tangentenbegriff in der
Analysis oder das fiir die Analytische Geometrie unabdingbare raumliche Vorstellungsver-
mogen denkt.

Was die Bereitstellung von inhaltlichen Grundlagen betrifft, sind zwei Facetten zu unter-
scheiden. Es gibt einerseits die Forderung nach hinreichend breitem mathematischem
Wissen, und andererseits die Forderung, dieses Sachwissen in konzeptueller Weise, d.h.
eingebettet in grofdere Zusammenhdnge und Vorstellungen, flexibel zur Verfiigung zu ha-
ben (siehe auch Kap. 4 und 7). Den erstgenannten Gesichtspunkt haben die Kernlehrpldne
von sich aus zu sichern. Durch die Vorgaben zur ZP-10 werden aber aus den Kernlehrpla-
nen bestimmte Bereiche ausgewahlt, so dass das Spektrum - auch aus Griinden der zeitli-
chen Beschrankung in einer zentralen Priifung - relativ klein wird; dieses aber ist immer-
hin durch den Aufgabensatz der ZP-10 gut abgedeckt.

Deutlicher aber hat sich aber in Kap. 3.2.5 eine konzeptuelle Liicke herausgestellt: Bei
den in der ZP-10 vorkommenden Funktionen reicht in der Regel eine ,statische“ Vorstel-
lung von Funktion aus: Mit einem Funktionsgraphen kann man die Geometrie einer Han-
gebriicke beschreiben. In der gymnasialen Oberstufe ist es aber gerade die Kovariations-
vorstellung (Malle, 1993; Biichter & Henn, 2009), die das Verstandnis der Analysis ent-
scheidend beeinflusst. Dazu gibt es nur die eine Aufgabe zur ,Schrittmafiregel®, aber diese
provoziert eher probierende Verfahren als ein konzeptuelles Verstandnis. Anspruchsvollere
geometrische Aktivitdten, vor allem solche, die das Potential der Geometrie zum Durch-
dringen komplexer logischer Zusammenhange herausfordern, fehlen in der ZP-10, sind al-
lerdings auch in den Kernlehrpldanen nicht sehr stark ausgebildet. Geometrie erscheint dort
und in der ZP-10 vorwiegend unter rechnerischen Aspekten.

Mathematische Tidtigkeiten, wie beweisen, problemlosen, reflektieren sind zwar in die
prozessbezogenen Kompetenzen (Kap. 4.1) der Kernlehrplane aufgenommen, aber auch
dort nicht so betont, wie es fiir die Grundlegung des Mathematikunterrichts in der gymna-
sialen Oberstufe erforderlich ware. Der Begriff ,Beweis“ kommt in den Kernlehrpldnen
nicht zentral vor und es ist daher auch konsequent, wenn die ZP-10 keinen Beweis enthalt.

In der ZP-10 sind stattdessen Aufgaben mit der Aufforderung ,begriinde enthalten. Auf
diese wird ausfiihrlich bei den prozessbezogenen Kompetenzen eingegangen, auch bei der
Besprechung von Schiilerbearbeitungen in Kap. 8. Oft reduzieren sich Begriindungen auf
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rechnerische Bestdtigungen. Die Begriindungen in der ZP-10 pendeln daher zwischen zwei
Extremen: Entweder haben sie sehr kleinraumigen Charakter, etwa wenn in der Aufgabe
MSA-4 gefragt wird, ob bestimmte Funktionsgleichungen zur vorgegebenen Form des
Stahlseils der Hangebriicke passen, und als Antwort allein der Verweis auf einen Koeffi-
zienten geniigt. Anderseits werden etwa in der ,Korbwurf‘-Aufgabe aus der MSA-Gy-
Priifung auf anspruchsvolle Weise Beschreibungen gefordert, dabei aber - sogar in den
Auswertungsanweisungen an die Lehrerinnen und Lehrer - nicht klar genug ein begriin-
dendes Vorgehen eingefordert. Wie die Schiilerinnen und Schiiler darauf reagieren, wird in
Kap. 8 ausfiihrlich diskutiert. Es scheint ein mittleres, aber dann verpflichtendes und klar
eingefordertes Niveau an mathematischen Begriindungen in der ZP-10 zu fehlen. Davon
konnte man sich auch entsprechende Impulse fiir den Mathematikunterricht der Sekun-
darstufe I versprechen.

Insgesamt vermittelt die ZP-10 in Hinblick auf die Frage, ob sie genug Basis legt fiir den
Ubergang in die gymnasiale Oberstufe, ein zwiespiltiges Bild: Bei durchaus breiten Aufga-
benformaten und erkennbaren Intentionen in der Aufgabenstellung werden diejenigen
Kompetenzen, die sich auf anspruchsvollere mathematische Prozesse - die Fahigkeit zum
adaptiven Verhalten und das Begriinden im Besonderen - und auf vorstellungsmaf3ig brei-
tes Wissen zu zentralen Begriffen - insbesondere den Funktionsbegriff — eher vernachlas-
sigt. Dabei konnten gerade von diesen Kompetenzen auch wichtige Impulse fiir den Ma-
thematikunterricht im Ganzen - nicht nur als Vorbereiter der gymnasialen Oberstufe —
ausgehen.

- 114 -



Analysen ausgewadhlter Schiilerbearbeitungen

- 115 -







Vorbemerkung zu den Interpretationen der Schiilerbearbeitungen

Die Grundlage der folgenden Analysen ist ein Satz von Schiilerlésungen aus den zentra-
len Priifungen des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-
Westfalen im Jahr 2008, die aus den Schulen iiber das Ministerium zu uns gelangten. Zu
den genauen Zahlen siehe Kap.1.3. Zu dieser Stichprobe ist vorab nochmals zu betonen:

In diesen Analysen kann es nicht um irgendeine Art von Reprasentativitdt der Losungen
fir den Gesamtbestand aller Schiilerlésungen der ZP-10 gehen. Dazu ist schon die Auswahl
der uns zur Verfligung gestellten Schiilerbearbeitungen zu wenig kontrolliert. Es geht ndm-
lich von jeder Schule i.a. jeweils eine ,starke®, eine ,mittlere“ und eine ,schwache® Arbeit in
die Analysen ein. Damit ist die Stichprobe systematisch ,verzerrt, tendenziell in Richtung
der besseren Schiilerinnen und Schiiler, wie die Notenverteilung in Abb. 1-6 aufzeigt. Es
kann somit nicht auf das Verhalten einer Gesamtpopulation von Schiilerinnen und Schii-
lern (in Nordrhein-Westfalen, einer Schulform, usw.) geschlossen werden. In den Tabellen
des Kap. 8 verwendete Prozentzahlen beziehen sich immer auf diesen ausgewdhlten Satz
an Schiilerlésungen. Solche Prozentzahlen dienen nur der schnelleren numerischen Orien-
tierung innerhalb dieser Stichprobe.

Das Ziel des folgenden Abschnitt ist ein anderes: Anhand der Schiilerbearbeitungen las-
sen sich diejenigen mathematikdidaktischen Probleme der Aufgaben aus der ZP-10 aufzei-
gen, die nur aufgrund der Bearbeitungen von einzelnen Aufgaben sichtbar werden (kon-
nen). Das folgende Kap. 7 soll zunachst allgemein aufzeigen, dass auch auf diesem Wege
allgemeine didaktische Gesichtspunkte zuganglich werden, und welche Aspekte wir dabei
betrachten werden.

7 Mathematikdidaktische Kriterien zur Interpretation von
Aufgabenbearbeitungen

Fir Interpretationen der Losungen von Schiilerinnen und Schiiler konnen naturgemaf3
die vielfdltigsten Aspekte herangezogen werden. Es besteht die Gefahr, dass man sich in
Einzelheiten verliert, obwohl - paradoxerweise — genauere Einsichten in allgemeine ma-
thematikdidaktische Probleme oft erst durch die Betrachtung von individuellen Bearbei-
tungen einzelner Aufgaben sichtbar werden. Manche grundlegende Problematiken von
Aufgaben in zentralen Priifungen (und auch allgemeiner: in Testaufgaben, in Unterrichts-
aufgaben) sind namlich erst dann praziser aufzuzeigen, wenn man die Aufgabenstellung
mit konkreten Bearbeitungen durch Schiilerinnen und Schiiler konfrontiert.

Um der Gefahr der Beliebigkeit oder gar der Belanglosigkeit vorzubeugen, schicken wir
daher einige mathematikdidaktische Gesichtspunkte voraus, an die wir uns bei den folgen-
den Einzelanalysen von Aufgaben gehalten haben. Es geht um solche Aspekte, die zwar
direkt und spezifisch an die jeweils einzeln besprochene Aufgabe gekniipft sind (und ohne
diese Verkniipfung auch kaum sichtbar gemacht werden kénnten), die aber dennoch Fra-
gen aufwerfen, die verallgemeinerbar sind und mutatis mutandis auch fiir andere Aufgaben
gelten. Es sind dies stets Fragen, die mit den Problemen der Auffassung des Aufgabentextes
durch die Schiilerinnen und Schiiler zu tun haben und vor allem mit den Bedingungen des
»Erwerbs intelligenten Wissens“ (Weinert, 1998).

1 Ein erster Gesichtspunkt ist die Frage, inwieweit man bei Schiilerlosungen zwischen
eher verstdndnis- oder eher verfahrensorientierter Bearbeitung differenzieren kann. Dies
hat eine Reihe von Aspekten, die man gewissermafden unter dem Sammelbegriff ,Doing of
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mathematics” (Stein & al., 1996) subsumieren kann. Dies umfasst das Vorhandensein kom-
plexer mathematischer Denk- und Begriindungsaktivitaten, wie z. B. Probleme erkennen
und eingrenzen, nach Gemeinsamkeiten suchen, passende Darstellungen wahlen, etc.. Je-
weils fiir die einzelne untersuchte Aufgabe sind diese Aspekte zu spezifizieren. Dabei kann
auf Folgendes geachtet werden:

2

Werden mathematische Verfahren nur schematisch abgearbeitet, oder werden sie ein-
gebettet in einen verstindnisvollen Umgang mit Symbolen und Begriffen, etwa indem
sich die Schiilerinnen und Schiiler des Problemlose- oder Modellierungscharakters der
Aufgabe bewusst werden?

Eine konkrete Auspragung konnte z.B. sein, ob beim Losen einer quadrati-
schen Gleichung eine offensichtliche Nullstelle von vorneherein erkannt wird oder ob
dennoch schematisch mit der allgemeinen p-g-Formel gearbeitet wird. — Siehe Analyse
der Aufgabe MSA-Gy-4c.

Wird in einer Schiilerbearbeitung sichtbar, dass nicht nur iiber den Einzelfall, sondern
iber die allgemeinen strukturellen Hintergriinde der Aufgabe nachgedacht und ggf.
sogar ein allgemeines Muster (,pattern®) erkannt wird?

Das konnte z.B. im verstandigen Gebrauch von Variablen zum Ausdruck
kommen, selbst dann, wenn nur ein numerisches Einzelergebnis verlangt wird. - Siehe
Analyse der Aufgabe MSA-1c.

Werden in der konkreten Losung durch die Schiilerinnen und Schiiler Erlduterungen
gemacht, die - moglicherweise auch falschlich - eine Anbindung an allgemeine Kon-
zepte erkennen lassen? Wird Wissen mit oder ohne Begriindung reproduziert?

Beispielsweise kann solches Verhalten in einem expliziten Hinweis, es werde
nun ein bestimmter Wert berechnet, zum Ausdruck kommen; es kann auch der verba-
le Hinweis auf einen Begriff gentigen. - Siehe Analyse der Aufgabe MSA-1f>.

Kommt in der konkreten Aufgabenbearbeitung eine Bewusstheit tiber den Problemlé-
seprozess zum Ausdruck? Dies kann sachlich richtig oder auch mit falschen Zuord-
nungen erfolgen.

Beispielsweise treten solche Gedanken in den Schiilerlésungen auf, wenn die
Aufgabensteller eine mathematisch-numerische Losung erwarten, die Aufgabenbear-
beitung aber eine im Sachkontext moglicherweise sogar angebrachte schatzende Lo-
sung zeigt. — Siehe Analyse der Aufgabe MSA-Gy-2dz2.

Werden naive Zugangsweisen oder flexible Probierverfahren eingesetzt, die gleichwohl
mathematisches Verstandnis erfordern?

In Beispielen kann auch die Weigerung, sich auf probierendes Vorgehen
einzulassen, Hinweise auf Verstandnisorientierung geben.

Werden Zahlenangaben in der Aufgabe nach auf3erhalb des Sachkontextes liegenden
Kriterien zu einem scheinbar plausiblen Ergebnis verarbeitet?

Solche Vorgehensweisen zeigen sich z.B. in den sog. Kapitansaufgaben. Sie
werden aber mdglicherweise provoziert durch die spezielle Wahl der Daten und Maf3e
und sind dann auch in zunachst unauffillig erscheinenden Aufgaben zu finden. - Siehe
Analysen der Aufgaben MSA-1c und MSA-2b.

Ein zweiter Gesichtspunkt ist, die vorliegenden Schiilerlésungen in den Modellie-

rungskreislauf einzuordnen. l.a. sollen Schiilerinnen und Schiiler in bestimmten Aufgaben
Ausschnitte aus dem vollstandigen Modellierungskreislauf bearbeiten. Zur Analyse kann
nach den Stationen des Modellierungskreislaufs differenziert werden:
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— Das Realmodell wird aufgestellt, etwa indem relevante Information entnommen wird.

—  Ein vollstandiges und angemessenes mathematisches Modell wird aufgestellt, der voll-
stindige Ansatz wird von den Schiilerinnen und Schiilern gefunden.

—  Das mathematische Modell wird voll durchgearbeitet, die erforderlichen mathemati-
schen Methoden werden auch wirklich ausgefiihrt. Alternativ dazu ware, dass ein ma-
thematisches Modell nur beschrieben wird.

— Inwieweit werden die gewonnenen mathematischen Ergebnisse wieder in den Sach-
kontext riickgebunden und interpretiert, etwa indem das Ergebnis an das Realmodell
angepasst wird (beispielsweise durch Wahl passender Maf3einheiten)?

—  Gehen die Schiilerinnen und Schiiler ggf. noch weiter und validieren sie das Modell auf
Passung in der Realitat?

Bei diesen Aspekten ist man besonders eng an die speziell vorliegende Einzelaufgabe ge-
bunden, denn durch die Aufgabenstellung selbst ist ja die Aufmerksamkeit der Schiilerin-
nen und Schiiler schon auf Teile des Modellierungskreislaufs gerichtet.

3 Die Bearbeitungen durch die Schiilerinnen und Schiiler lassen ggf. auch erkennen,
welchen Grad an technischer Performanz sie zeigen:

—  Werden nur einfache arithmetische Berechnungen mit kleinen oder leicht handhabba-
ren ganzen Zahlen getatigt? Werden Zahlen in sinnvoller Genauigkeit angegeben?

—  Wie ist der Umgang mit Termen und Variablen? Werden Termumformungen sicher
beherrscht?

—  Werden einfache funktionale Beziehungen (lineare Abhdngigkeit, Schlussrechnung)
verwendet? Werden mehrschrittige Prozeduren angewendet und inwieweit wird dabei
flexibel mit funktionalen und den dabei involvierten algebraischen Beziehungen um-
gegangen?

Es ist allerdings ein charakteristisch fiir die ZP-10-Aufgaben, dass technische Performanz
als solche nicht im Mittelpunkt des Interesses der Aufgabensteller stand. Es gibt demnach
nur wenig Gelegenheit, auf diesen Aspekt detailliert einzugehen, zumal die eigentlich ein-
schldgigen Teilaufgaben aus der Aufgabe MSA-4 vom Kontext iberlagert sind.

4 Ebenso ist aber komplementar zur technischen Performanz zu beachten, welche
erkennbare Fahigkeiten die Schiilerinnen und Schiiler zeigen im Umgang mit mathemati-
schen Begriffen, Definitionen und Konventionen. Das Spektrum reicht dann

— von der Wiedergabe einfacher mathematischer Definitionen oder Konventionen, ohne
deren sinnvollen Einsatz zu priifen, tiber

— die Verwendung formaler Definitionen in symbolischer Form, bis zur

—  bewussten Anwendung von Regeln, Definitionen, Konventionen, Prozeduren oder
Formeln derart, dass vielfdltige Beziehungen und allgemeine Konzepte stimmig ge-
braucht werden.

—  Eine letzte Reflexionsstufe ist es, wenn in Aufgabenbearbeitungen mit den innerma-
thematischen Begriffen selbst als Objekten gearbeitet wird.

Eine fiir diese Aspektegruppe besonders einschldgige Aufgabe ist MSA-Gy-3c.
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5 Weiter sind die Aufgabenbearbeitungen der Schiilerinnen und Schiiler in besonde-
rer Weise — weil gerade die ZP-10 in Nordrhein-Westfalen einer realitdtsorientierte Sicht
mathematischer Leistung zugewandt ist — durch diese Spannung gekennzeichnet: Sie kon-
nen sich eng nach dem auféermathematischen Sachkontext richten, oder sich eher an for-
malen bzw. begrifflich durchschauten Losungsstrategien orientieren.

—  Ist der gezeigte Losungsweg eher am Sachkontext ausgerichtet, dann sehen wir meist
schrittweises Vorgehen und die Zerlegung des Losungswegs in einzelne Teilschritte,
die sich genau nach den gegebenen (numerischen) Grofien richten.

—  Eine eher formale Ausrichtung zeigt sich oft am Gebrauch von Variablen, so dass im
gunstigen Fall Aufgabenlosungen zustande kommen, in die auch andere Werte einge-
setzt werden konnten, oder die auch fiir eine Klasse analoger Aufgaben gelten.

—  Esliegt jedoch nicht nur am Gebrauch von Variablen, ob der Aufgabenbearbeitung
eine strukturelle Zugehensweise zugeschrieben werden kann. Manchmal zeigt sich
auch beim kontext-dominierten Vorgehen eine ganzheitliche Strategie, etwa wenn
nicht einzelne Teilschritte, sondern eine einzige, (z.B. durch Klammern) gegliederte
Rechnung vorgelegt wird.

Die Kriterien dieser Aspektegruppe kann man gelegentlich, z.B. bei MSA-1c oder MSA-2a,
an den Aufgabenlosungen beobachten.

6 Schliefdlich kann man bei den Schiilerbearbeitungen auch fragen, ob die Schiilerin-
nen und Schiiler sich in den gleichen Kompetenzen (im Sinne der Kernlehrpldne
Nordrhein-Westfalen bzw. in Sinne der Bildungsstandards: Blum & al., 2006) angesprochen
fithlen wie es den Intentionen der Aufgabensteller entspricht. Beispielsweise:

—  Fassen Schiilerinnen und Schiiler eine zum Argumentieren gedachte Aufgabe als reale
Modellierungsaufgabe auf?

— Lassen Schiilerbearbeitungen auf Losungsstrategien schlief3en, die eher fiir andere als
die intendierten Kompetenzen angemessen sind?

Hier treten bei speziellen Aufgaben, etwa bei MSA-Gy-3c oder generell bei den Beschrei-
bungsaufgaben, deutliche Diskrepanzen auf, die ein neues Nachdenken tiber bestimmte
Aufgabenformate nahe legen. Diese Fragestellung geht weit tiber die ZP-10 hinaus und be-
trifft grundsatzliche Fragen der Umsetzung von Bildungsstandards in Aufgaben, gleicher-
maflen fiir Priifungen wie fiir den Mathematikunterricht.

Die genannten sechs Basis-Aspekte, die bei der Verarbeitung von Aufgaben durch Schii-
lerinnen und Schiiler zu beachten sind, sind in der aufgezeigten Allgemeinheit selten fiir
alle Aufgaben gleichermaflen anwendbar. Sie geben aber eine Orientierung ab, um spezifi-
zierte Kriterien zur Interpretation zu konstruieren. Hinter allen sechs allgemeinen Aspek-
ten steht die generelle Auffassung, dass mit mathematischen Aufgaben die inhaltlichen
und prozessbezogenen Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler angeregt werden kon-
nen (Bromme & al., 1990) und mit Aufgaben solche Kompetenzen auch zu erfassen sind (J.
Neubrand, 2002; 2006; Blum & al., 2006). Die Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler
werden sich dann aber vor allem darin zeigen, inwieweit es gelingt, das Wissen , intelligent*
(Stern, 2009; Weinert 1998) zu organisieren. Eben dies sollen ja Abschlusspriifungen erfas-
sen.

Zentrale Gesichtspunkte fiir den Aufbau intelligenten Wissens, das zum Konnen fiihrt,
sind - etwa nach Stern (2009) - die im Einzelnen vielfdltigen Prozesse des Chunking /
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Biindelns, der flexiblen Automatisierung und des Verstehens durch begriffliche Umstruk-
turierungen. Stern (2009) bezeichnet diese Prozesse als ,Mechanismen, welche dem
menschlichen Geist fiir den Aufbau einer brauchbaren Wissensbasis zur Verfiigung stehen®
(Stern, 2009, S. 59). Fir die Analyse von zentralen Priifungen unter mathematikdidakti-
schen Gesichtspunkten kommt den genannten sechs Basis-Aspekten demnach die Funkti-
on zu, zu priifen, an welchen Indikatoren die Schiilerinnen und Schiiler solches , intelligen-
te Wissen“ tatsachlich zeigen bzw. es aufgrund der zu bearbeitenden Aufgaben tiberhaupt
zeigen konnen.
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8 Einzelanalysen von Schiilerlésungen - Erkenntnisse aus der
Aufgabenbearbeitung

Es werden nun die Einzelanalysen von Aufgaben der ZP-10 wieder aufgenommen, aber
unter erweiterten Gesichtspunkten gegentiber Kap. 5. Dort lag der Schwerpunkt auf Prob-
lematiken, die sich bereits aus der bzw. fiir die Aufgabenstellung an sich ergaben, wie etwa
die Rolle von Basiskompetenzen, das Problem des stillschweigend vorausgesetzten Sach-
wissens oder der Anspruch, zu zentralen Begriffen der Mathematik hinreichend vielfdltige
Vorstellungen in die Aufgaben einzubauen. Nun geht es um die im vorigen Kapitel angege-
benen allgemeinen Aspekte, die aber jeweils neu fiir die Interpretation der Schiilerbearbei-
tungen der jeweiligen Aufgabe auszulegen sind.

Unsere Intention ist es, das Spektrum aufzumachen, dessen man sich bei Bearbeitung
von Aufgaben durch Schiilerinnen und Schiiler gewahr sein muss. Gerade die genaue Be-
obachtung ausgewadhlter einzelner Schiilerlésungen kann so den Prozess der Aufgabenkon-
struktion und der Aufgabenbewertung genauer scharfen, freilich - wie mehrfach betont -
unter der Voraussetzung, dass die aufgezeigten Aspekte zentrale Fragen des Umgangs der
Schiilerinnen und Schiiler mit Aufgaben betreffen, eben den Erwerb ,intelligenten Wis-
sens” (im Sinne von Weinert, 1998; Stern, 2009).

8.1 MSA-1c und MSA-Gy-1c —, Werkstiick”:
Die erstaunliche Losungsflexibilitat der Schiilerinnen und Schii-
ler und das Problem suggestiver MaRBverhaltnisse

Diese Aufgabe kann man recht gut in die Klasse der Aufgaben einordnen, die Basiskom-
petenzen im Sinne der Vorgaben des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung des Lan-
des Nordrhein-Westfalen erfassen soll. Grundlegende Fertigkeiten der Volumenberech-
nung einfacher Korper, namentlich des Quaders, werden nun in einer nur wenig allgemei-
neren Problemsituation gestellt. Der Kontext bleibt im Kern innermathematisch, wenn-
gleich das Wort ,Werkstiick“ eine Anwendungssituation andeuten soll. Die elementaren
Fertigkeiten der Quaderberechnung kommen nun in einer mehrschrittigen rechnerischen
Modellierungsaufgabe vor. Die Schiilerinnen und Schiiler miissen sich selbst einen Weg
suchen, das Werkstiick additiv oder subtraktiv aus mehreren Quadern zusammenzusetzen
oder es als Prisma iiber einer L-formigen Grundflache zu betrachten. Das Vorgehen beim
Mathematisieren ist repetitiv, nicht integrativ (vgl. 3.2.2). Die Aufgabe lautet so:

MSA-1c und MSA-Gy-1c - ,,Werkstick**
c) Berechne das Volumen des Werkstiicks.
Die Malle in der Zeichnung sind in cm angegeben. 4

10

Notiere deine Rechnung.

Aufgrund dieser einfachen Charakteristiken ist die Aufgabe weit verbreitet. Sie kommt
in vielen Varianten in nahezu allen Schulbiichern vor, tritt immer wieder — sei es in dieser
Form oder auch im ebenen Analogon einer L-formigen Figur aus Rechtecken - in Testauf-
gaben auf und wird auch immer wieder als Unterrichtsaufgabe genannt, an der man ver-
schiedene Losungswege mit den Schiilerinnen und Schiilern sichtbar machen kann. Die
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Annahme, dass nahezu alle Schiilerinnen und Schiiler der Aufgabe in irgendeiner Form
bereits begegnet sind, wird durch die vorliegenden Schiilerlésungen bestdtigt. Die Ergeb-
nisse zeigen namlich eine gewisse Vertrautheit der Schiilerinnen und Schiiler mit der Auf-
gabe. Alle 77 hier beobachteten Schiilerinnen und Schiiler am Gymnasium haben die Auf-
gabe bearbeitet. Lediglich 5 von diesen erhielten keinen oder nur 1 Punkt bei der Korrektur,
dies sind zwei Losungen mit Berechnung der Oberfliche und drei Losungen, bei denen
eine der Groflen aus der Zeichnung falsch entnommen wurde. Die anderen erhielten 2 oder
3 Punkte, letzteres gilt fiir 66,2 % im Gymnasium. An den Gesamtschulen ergibt sich ein
dhnliches Bild. Bearbeitet wurde die Aufgabe von allen 30 Schiilerinnen und Schiilern an
der Gesamtschule. Sechs davon (20,0 %) erhielten o oder 1 Punkt, bei 10 (33,3 %) sind es 2
Punkte, die volle Punktzahl 3 erreichten 14 (46,7 %). In der gesamten reprdsentativen
Stichprobe des Moduls 2 werden - laut Tab. 2-27 - 55,2 % korrekte Losungen in der Ge-
samtschule/Erweiterungskurs und 71,8 % im Gymnasium berichtet.

Die Analyse muss sich bei der offensichtlichen Vertrautheit der Schiilerinnen und Schii-
ler mit der Aufgabe nicht mit Fragen der formalen Korrektheit oder mit eher oberflachli-
chen Fehlern aufhalten, zumal auch nur ein offensichtlicher Rechenfehler vorkam. Viel-
mehr diskutieren wir drei Aspekte, mit denen auf die im letzten Kapitel geschilderten prin-
zipiellen Zugriffsarten auf Schiilerlosungen Bezug genommen wird: Inwieweit Schiilerin-
nen und Schiiler die Aufgabe strukturell durchdringen, welche Losungsvielfalt zu beobach-
ten ist, und das tiberraschende Auftreten eines sehr speziellen, offenbar auf die gegebenen
Mafie zuriickzufiihrenden Fehlers.

8.1.1 Von Schiilerinnen und Schiilern eingesetzte strukturelle Hilfen

Inwieweit bei den Schiilerinnen und Schiiler eine tendenziell strukturelle Herange-
hensweise an eine Aufgabe oder ein rein schematisches und numerisches Vorgehen nach-
zuweisen ist (vgl. Aspekte 1 und 5 in Kap. 7), kann aus den Dokumenten nur indirekt an
yIndikatoren“ erkannt werden. Ob diese aber wirklich ,strukturelles Denken“ anzeigen,
bleibt letztlich ungewiss. Hier konnten nur individuelle Nachfragen abhelfen.

Einer dieser Indikatoren ist hier, inwieweit die Schilerinnen und Schiiler vor ihren Be-
rechnungen zum Ausdruck bringen, welche Gesamtstruktur sie in der Aufgabe sehen. Die
vorliegenden Aufgabenbearbeitungen variieren in dieser Hinsicht betrachtlich. In den bei-
den ersten Schiilerlésungen wird die geometrische Gesamtstruktur des Werkstiicks er-
kannt, und dann sofort auf der konkreten Zahlenebene mit der Berechnung begonnen.
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¢} Berechne das Volumen des Wegksticks. Die Male in der Zeichnung sind
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Gymnasium — ,befriedigend” Gesamtschule — ,sehr gut*
Gesamtschule — ,ausreichend”

Es gibt aber auch Losungen, bei denen die Schiilerinnen und Schiiler mit Hilfe von Vari-
ablen eine noch deutlichere Strukturierung ihrer Losungsstrategie vornehmen. Das kann
auf vielfaltige Weise geschehen. Als maximale strukturelle Durchdringung kann man anse-
hen, dass die Groflen in der Skizze als Variablen genommen werden und mit diesen zuerst
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die geometrischen Beziehungen im Werkstiick abgebildet und ggf. sogar algebraisch verar-
beitet werden, bevor die Rechnung beginnt. Dies ist ein Beispiel dafiir:
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Gymnasium — ,befriedigend”

Eine weniger starke strukturelle Durchdringung kann man erkennen, wenn zuerst For-
meln in der Art einer Formelsammlung mit Variablen angeschrieben werden und erst dann
die Rechnung erfolgt. Der Variablengebrauch kann dabei durchaus inkonsistent sein, etwa
indem gleiche Symbole zweifach in unterschiedlicher Bedeutung benutzt werden (Variab-
len als ,Namen®, nicht als Platzhalter fir Gréfden und Werte). Es folgen zwei Beispiele die-

ser Art.
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Die folgende Tabelle zeigt die Verteilung dieser Kategorien:
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Tabelle 8 — 1. Indikatoren fir strukturelle Durchdringung bei der Volumenberechnung.
- MSA-1c — ,Werkstiick"

strukturell orientierte Vorgehensweisen Gymnasium Gesamtschule

strukturelle Denkweise: allgemeine algebraische Beziehungen (mit Variablen)
: 3 3,9% 1 3,3%

werden angegeben und dann auf diesen Fall bezogen
allgemeine Formel wird e}_l)st(akt angege_ben (wie aus Formelsammlung). Erst 21 27.3% 15 50,0%
dann werden die Werte fur diesen Fall eingesetzt
keine allgemeine Formel wird angegeben, sondern die Werte werden direkt
rechnerisch bearbeitet. Es wird jedoch auf die Zuordnung der Rechnungen zu 27 35,1% 7 23,3%
den Teilkdrpern hingewiesen.
Es wird direkt mit der konkreten Rechnung begonnen. 25 32,5% 7 23,3%
andere Vorgehensweise 1 1,3%
gesamt 2 2
(Auswahl: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache“ Arbeit pro Klasse) [ OGS <0 OGS

Ein anderer Indikator, der eventuell eine strukturelle Durchdringung der Aufgabe an-
zeigen kann, ist es, ob die Schiilerinnen und Schiiler Erlauterungen zu ihrem Vorgehen
geben oder nicht. Durch solche Erlduterungen kann man evtl. das Vorhandensein einer
vorab gebildeten Gesamtstrategie erkennen, auch wenn ein sofortiges Einsetzen der kon-
kreten Zahlen erfolgt, wie in diesem Beispiel:
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Erlduterungen und Vorgehensweisen zusammen zeigen, wie die hier ausgewdhlten

Schiilerinnen und Schiiler mit der Aufgabe unter dem Aspekt einer im weitesten Sinne ver-

standnisorientierten Vorgehensweise umgegangen sind. Die abschliefdende Tabelle zeigt
diese Zusammenhadnge.

Tabelle 8 — 2. Von den Schiilerinnen und Schiilern gegebene Erlauterungen zu ihrem Vorgehen.
- MSA-1c — ,Werkstiick"
Gymnasium Gesamtschule
Erléauterung vorhanden ja nein ja nein
strukturelle Denkweise: allgemeine algebraische Beziehungen (mit Variablen) 1 2 0 1
werden angegeben und dann auf diesen Fall bezogen (1,3%) (2,6%) (3,3%)
allgemeine Formel wird abstrakt angegeben (wie aus Formelsammlung). Erst 5 16 0 15
dann werden die Werte fur diesen Fall eingesetzt (6,5%) | (20,8%) (50,0%)
keine allgemeine Formel wird angegeben, sondern die Werte werden direkt 3 24 7
rechnerisch bearbeitet. _MlEtels Var_|ab|en_ wird jedoch auf die Zuordnung der (3.9%) | (31,2%) 0 (23,3%)
Rechnungen zu den Teilkdrpern hingewiesen.
- . 3 22 7
Es wird direkt mit der konkreten Rechnung begonnen. (3.9%) | (28,6%) 0 (23,3%)
. 1 1
andere Vorgehensweise 0 (1,3%) 0 (3.3%)
gesamt
(Auswahl: je eine ,starke, ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse) 12 e g <Y

Man erkennt, dass Erlauterungen nur in wenigen Fillen gegeben werden, in der Ge-
samtschule gar nicht. Es hangt dies wohl mit dem diesbeziiglich tiblichen Verhalten in der
jeweiligen Klasse zusammen. Insgesamt kann man aus den hier gemachten Beobachtungen
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schlieflen, dass es ein permanentes Anliegen des Mathematikunterrichts sein muss, auch
bei einfachen Aufgaben strukturelle Gesichtspunkte nicht zu vernachlassigen. Nicht immer
greift dies bis in konkrete Losungen durch, wie Tabelle 8-2 anzudeuten scheint.

8.1.2 Bei Schiilerinnen und Schiilern beobachtete Losungsstrategien

In der Strategiewahl sind sich die Schiilerinnen und Schiiler auf einer oberen Ebene
recht einig, bei genauerer Differenzierung aber auch erstaunlich vielfaltig im Vorgehen.
Uber 9o % benutzen eine Zerlegung in zwei Quader, die sie — siehe iibernichste Tabelle -
in der Regel auch additiv zusammensetzen. Volumenberechnungen durch mehrere Korper
kommen nicht vor, ebenso keine anderen (richtigen oder falschen) Volumen-Strategien.

Tabelle 8 — 3. Aufgabe ,Werkstiick": Verwendete Losungsstrategien - Uberblick.
verwendete Losungsstrategien Gymnasium Gesamtschule
Oberflachenberechnung (! falsche Strategie !) 2 2,6% 0
Xolumenberechnyng mit 1 Kdrper: Zuerst Berechnung des Flachenin- 3 3.9% 0

alts der Grundflache
Volumenberechnung mit 2 Kérpern 72 93,5% 27 90,0%
Volumenberechnung mit 3 Kérpern 0 2 6,7%
Andere falsche Strategie 0 1 3,3%
?:SSVTathI: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse) 7 e £ e

Die von den Korrekturvorgaben favorisierte Losung, ndmlich den Korper als Ganzes als
ein Prisma mit L-formiger Grundfliche anzusehen, also eine Volumenberechnung durch
nur einen Korper vorzunehmen, wahlen nur 3 der Schiilerinnen und Schiiler des Gymnasi-
ums. Das ist naheliegend aus einem allgemein-lernpsychologischen Grund heraus, dem wir
in unterschiedlichen Varianten im Folgenden mehrfach begegnen werden: Mathematische
Begriffe werden von den Schiilerinnen und Schiilern stets in enger Anlehnung an die , iibli-
che“ Begriffseinfithrung gesehen. Es dominiert in der Wahrnehmung immer der Zusam-
menhang, in dem der Begriff urspriinglich gelernt wurde. Hier ist es die Tatsache, dass ein
,Prisma“ normalerweise so vorkommt, dass die ,Grund“-Flache wirklich ,zu Grunde®, also
unten liegt und die ,H6he“ nach oben weist. Will man das Werkstiick als Prisma sehen, ist
demnach eine Umstrukturierung durch die Schiilerinnen und Schiiler erforderlich, und
diese vermeiden sie natiirlich, wenn der Zugang ohne Miihe auch anders erfolgen kann.

Die Korrekturvorgaben heben allerdings genau auf diese Berechnungsmdaglichkeit ab.
Der grofden Mehrzahl der korrigierenden Lehrerinnen und Lehrer wird demnach bei der
Korrektur keine andere Orientierung gegeben als der allgemeine Hinweis ,wdhlt einen an-
deren Losungsweg, der sachlich richtig ist“; die 3 Punkte miissen demnach frei vergeben
werden. Auf die Gesamtbewertung wirkt sich das nicht aus, aber die Unsicherheit in den
sog. ,Kriterien“, die Pallack & Biichter (2009) konstatieren, konnte auf solche nicht am
Normalfall orientierte Losungshinweise zuriickgehen.

Die Volumenberechnung mit zwei Korpern folgt im Einzelnen durchaus unterschiedli-
chen Strategien. Die Tabelle zeigt aber, dass die additiven Zugangsweisen weitaus dominie-
ren. Man konstatiert aber auch, dass die Schiilerinnen und Schiiler durchaus 6konomisch
vorgehen; zu etwa der Halfte wahlen sie die Art der Teilung, bei der die Werte direkt ab-
lesbar sind. Die subtraktive Losung wird dagegen nur von 2 Schiilerinnen und Schiilern
gewahlt; diese beiden erhielten die Endnoten ,befriedigend“ und , mangelhaft®. Aufgrund
der geringen Zahlen und der ,verzerrten“ Auswahl (s.o0.) darf man aber weder hier noch bei
den anderen Beispielen aus solchen Ergebnissen allgemeine Schliisse ziehen.
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Tabelle 8 — 4. Aufgabe ,Werkstlck": Verwendete Losungsstrategien mit 2 Kérpern -

MSA-1c — ,Werkstlick"
verwendete Losungsstrategien Gymnasium Gesamtschule
Additionsmethode, Teilung vertikal: Wirfel (!falsch!) und Quader 21 27,3% 6 20,0%
Additionsmethode, Teilung vertikal: Quader und Quader (alle Langen o o
kénnen abgelesen werden) 36 46,8% 10 33,3%
Additionsmethode, Teilung horizontal: Quader und Quader (zwei Langen o o
missen berechnet werden: 4+5, 10-4) 13 16,9% 8 26,7%
Subtraktionsmethode: Gesamtkdrper abziglich Luftraumquader (zwei o o
Langen mussen berechnet werden: 4+5, 10-4) 2 2,6% 3 10,0%
Andere Losungsstrategie 5 6,5% 3 10,0%
gesamt N o
(Auswahl: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache“ Arbeit pro Klasse) U LTaT £ HEfE

Fir die Unterrichtsentwicklung enthdlt dieses Ergebnis den deutlichen Hinweis, im Ma-
thematikunterricht multiple Losungswege tatsdchlich offen zu halten (Neubrand & Neu-
brand, 2000). Die Schiilerinnen und Schiiler gehen offenbar vielfdltiger vor, als es den An-
schein hat. Und der Gebrauch unterschiedlicher Losungswege ist gleichermafden bei Schii-
lerinnen und Schiilern des oberen wie des unteren Leistungsspektrums zu erkennen.

8.1.3 Der Fehler ,Wiirfel“: Suggestive MafSverhdiltnisse provozieren Fehlurteile

Wie bereits gesagt, fillt diese Aufgabe relativ gut aus. Es gibt 26 (33,8%) falsche Ergeb-
nisse unter den 77 Schiilerinnen und Schiiler am Gymnasium und 16 (53,3%) falsche Ergeb-
nisse bei den 30 Schiilerinnen und Schiiler aus Gesamtschulen. Aber ein Fehler dominiert
bei weitem. Mit nur 2 Ausnahmen im Gymnasium und bei allen 16 fehlerhaften Losungen
in den Gesamtschulen resultieren die Fehler aus der falschen Entnahme der Daten fiir den
Teilkorper links oben: Er wird als Wiirfel angesehen, wie die Tabelle zeigt:

Tabelle 8 — 5. Das Volumen des linken Teiles des Werkstiicks wird mit 4*4*4 berechnet -
MSA-1c — ,Werksttick"

»Wiurfel“-Fehler Gymnasium Gesamtschule

ja/ Anteil an allen Schulerinnen und Schulern der Auswahl 24 31,2% 16 53,3 %

alle gemachten Fehler / Anteil des Wiirfelfehlers daran 26 93,2 % 16 100,0 %

Das haufige Auftreten dieses einen Fehlers ist auffallig. Betrachtet man die Figur noch-
mals genau, dann erkennt man den naheliegenden Grund dafiir:

10

6

5

Zwei Wahrnehmungseffekte sind zu beachten. Subjektiv erwarten die Schiilerinnen und
Schiiler das tibliche Verkiirzungsverhaltnis von o,5 im Schragbild. Da die Kante mit der
Maf3zahl 5 auf dem Aufgabenblatt mit 1,3 cm gedruckt ist (obige Figur ist vergrofiert),
miisste die Kante mit der Maf3zahl 6 mit einer Lange von 0,5 * 1,56 cm erscheinen. Das tut
sie auch in angemessener Genauigkeit mit etwa 0,75 cm. Bei diesen kleinen Langen ist aber
diese Kante nicht mehr von einer zu unterscheiden, die der Linge 5 entsprache und mithin
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im Bild 0,65 cm lang sein miisste. Der Teilkorper links oben sieht demnach - vor allem
dann, wenn Hilfslinien eingefiigt sind - dem Schragbild eines Wiirfels tauschend dhnlich.

Der in der Gréflenordnung von einem Viertel der Schiilerinnen und Schiiler gemachte
Fehler geht also ganz erheblich auf die Aufgabenstellung selbst zuriick, genauer auf die
Auswahl der speziellen Mafde. Wenn es also das Ziel der Aufgabensteller war, die Fahigkeit
zur Zerlegung einer zusammengesetzten Figur zu erfassen, dann sollte sich diesem Ziel
auch die Wahl der Mafe unterordnen.

8.2 MSA-1f und MSA-Gy-1f — , Einen Quader werfen*:
Interferenzen von Losungen mit dem mathematischen Hinter-
grund und dem Erwerbskontext von Begriffen

Wie die soeben behandelte Aufgabe zur Bestimmung des Volumens eines Werkstticks
gehort auch die Aufgabe MSA-1f bzw. MSA-Gy-1f zum Priifungsteil 1. Es sollen mit dieser
Aufgabe also ebenfalls ,Basiskompetenzen® erfasst werden. Der Intention der Aufgaben-
steller, auch wichtige Konzepte aus der Stochastik (,,Gesetz der grofRen Zahl“) — und allge-
meiner: Uiberhaupt die Kenntnis zentraler Begriffe des mathematischen Curriculums -
ebenfalls als ,Basiskompetenzen® anzusehen und zu priifen, ist zuzustimmen. Diese Auf-
fassung wird auch durch die Bildungsstandards gedeckt, die das inhaltliche Wissen in ma-
thematische Leitideen gliedern, ,um Verstindnis von grundlegenden mathematischen
Konzepten zu erreichen“ (KMK, 2003, S.13). Jedoch kommt es gerade bei dieser Intention
darauf an, dass die Aufgaben fachlich so gestellt sind, dass die Schiilerinnen und Schiiler
ihre Kenntnisse tiber Basiskonzepte einsetzen konnen.

Die folgenden Analysen werden zeigen, dass es sich bei der Aufgabe , Einen Quader wer-
fen“ um eine hochkomplexe Aufgabe handelt. Das Kernproblem ist, inwieweit sie begriff-
lich an das Vorwissen der Schiilerinnen und Schiilern anschlieft. Insofern wirft die Aufga-
be aufgrund ihrer inhaltlichen Gestaltung ein zentrales Problem auf, das fiir jede Aufgaben-
Konstruktion bei mathematischen Tests gilt, namlich die Frage nach der inhaltlichen An-
gemessenheit des Aufgabenkontextes.

Es handelt sich hierbei um eine Frage genuin mathematikdidaktischer Art, die mathe-
matische, vor allem aber auf die Kognitionen der Schiilerinnen und Schiiler bezogene As-
pekte hat: Kommen Begriffe in einer Aufgabe in der Weise vor, dass ein kanonischer Inhalt
mathematisch angemessen und vor allem innerhalb stimmiger Kontexte zum Aufgabenge-
genstand wird? Formale Korrektheit allein ist aus dieser Perspektive nicht genug. Es muss
hinzukommen, dass die Schiilerinnen und Schiiler mit dem in der Aufgabe angeschnitte-
nen Problemkontext so umgehen konnen, dass sie ihr im Mathematikunterricht aufgebau-
tes Verstandnis des fraglichen Begriffs sinnvoll benutzen konnen. Die Frage wird insbeson-
dere in Abschlussarbeiten wie der ZP-10 virulent, in denen bewusst an die Kontexte des
jeweiligen Wissenserwerbs in der Schule angeschlossen werden soll.

Den ersten Teil der gestellten Frage - inhaltliche Angemessenheit - hatte man auch un-
ter dem Aspekt der Aufgabenstellung verhandeln konnen. Fiir den zweiten Teil - Ankniip-
fung an den Erwerbszusammenhang - wird sich aber zeigen, dass die Bearbeitungen der
Schiilerinnen und Schiiler tatsdchlich belegen, dass inhaltliche Passung von Aufgabenkon-
text und zu erfassendem Begriff ein zentrales Qualitatskriterium von Aufgaben ist. Nicht-
Passung kann spezifische Fehler provozieren. Erst zusammen mit den Schiilerlésungen ist
die Tragweite der genannten Problematik also deutlich zu erfassen.

Die Aufgabe lautet in der ZP-10 so:
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MSA-1f - ,,Einen Quader werfen**

f) Ein mit den Zahlen ,,1* bis ,,6 beschrifteter Quader wurde insgesamt
2 000-mal geworfen.  Das Diagramm zeigt die relative Haufigkeit des
Wurfergebnisses ,,4“ nach 100, 200, 300, 400 usw. Wiirfen.

f1) Wie oft ist die ,,4° bei 200 Wiirfen 03

gefallen? Notiere deine Rechnung. gaz

027
0.26
0.25
0.24
0.23
0.22
021

0.2

2) Gib mit Hilfe des Diagramms
einen Schitzwert fiir die
Wabhrscheinlichkeit an, dass bei dem
benutzten Quader eine ,,4* fallt.

relative Hiufigkeit der 4

0 500 1000 1300 2000
Anzahl der Wiirfe

8.2.1 Inhaltlicher Kern der Aufgabe

Die Aufgabe ,Mit einem Quader wiirfeln“ verlangt im ersten Teil das Ablesen eines Wer-
tes fiir die relative Haufigkeit, eine ,4“ zu wiirfeln, und daraus die Berechnung der tatsdch-
lich in diesem Experiment numerisch-absolut beobachteten Wiirfe mit Ausfall , 4. Insoweit
ist die Aufgabe unproblematisch. Es soll durch sie auf den Unterschied zwischen absoluter
und relativer Haufigkeit verwiesen werden, also auf zwei zentrale Konzepte des Stochastik-
unterrichts. In der Tat ergeben sich in den Schiilerlosungen die zu erwartenden konzep-
tuellen Probleme, z.B. in der folgenden Bearbeitung die Vorstellung, man rechne die relati-
ve Haufigkeit konstant mit 100 auf die absolute Haufigkeit hoch,

?la welodice” _@M@Eéi;m@& 7@@, mgbﬂ_d@ G

G ES = 78,5 W /@Zﬂ@/‘ .
Neh gﬁ’ Pes /f;f— /9 %

Gymnasium — ,ausreichend”
oder bei der folgenden Losung sogar die Verwechslung des Ausfalls ,4“ mit dem numeri-
schen Wert ,4“ (und eine schematische Zugehensweise auf Aufgaben aus der Prozentrech-
nung):

g el 2 AT 1o
R
RN AR Y EN7.Y)
S L e 1+—
EEAAE Al )4
__ ___f_ T T

Gymnasium — ,ausreichend*

Dieser erste Aufgabenteil ist kognitiv unproblematisch; er zeigt die zu erwartenden Er-
gebnisse. Eine genauere Analyse der vorkommenden Fehler ware dennoch von Interesse,
tibersteigt aber Rahmen und Moéglichkeiten dieses Gutachtens. Im Wesentlichen wird man
hier bei der auch an vielen anderen Aufgaben diskutierbaren Problematik des relationalen
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Zahlverstandnisses (siehe auch Kap. 3.2.5 ) ankommen. Die Aufgabenstellung dieser ersten
Teilfrage ist allerdings nicht allzu tief auf begriffliches Eindringen in den Unterschied zwi-
schen relativen und absoluten Haufigkeiten bezogen.

Eine in den mathematikdidaktischen Konsequenzen viel tiefer gehende Problematik
macht hingegen der zweite Aufgabenteil auf. Er fokussiert inhaltlich auf die Vorstellungs-
welt des ,Empirischen Gesetzes der grofden Zahl“. Man kann es etwa so fassen: ,Mit wach-
sender Versuchszahl stabilisiert sich die relative Haufigkeit“ (Haftendorn, 2010, S. 242). Zur
Kenntnis dieses Gesetzes gehort zudem wesentlich, dass man das Sich-Stabilisieren nicht
mit irgendeiner Art von Konvergenz verwechseln darf, denn auch bei hohen Versuchszah-
len treten immer wieder grofdere Abweichungen auf (Kitting, 1994, Henn & Biichter, 2007).

Zum Gesetz der grofden Zahl gibt es typischerweise zwei Zugangsweisen. Den ersten und
wohl unmittelbarsten Zugang wahlen die Schulbiicher in der Regel, und fast alle didaktisch
orientierten Stochastik-Biicher empfehlen ihn (Kiitting, 1994; Henn & Biichter, 2007); die-
ser Weg diirfte folglich auch in den meisten Klassen der ZP-10 beschritten worden sein:
Man macht mehrere unabhdngige(!) Versuchsserien mit immer grofderen Versuchszahlen
und beobachtet die Stabilisierung der relativen Haufigkeiten. Flankierend kann man auch
noch mehrere unabhéngige(!) Versuchsserien mit gleicher Versuchsanzahl durchfiihren,
um auf die zunehmend geringere Streuung der relativen Haufigkeiten mit steigender Ver-
suchszahl aufmerksam zu werden. Das ist das auch graphisch leicht umsetzbare und damit
sehr suggestive Programm etwa bei Haftendorn (2010, S. 243) und analog in vielen von uns
herangezogenen Schulbiichern. Es ist davon auszugehen, dass an dieser Situation, also an
diesem ,Erwerbszusammenhang“ (Baumert & Kunter, 2006, s.u.), die Schiilerinnen und
Schiiler das Gesetz der grofden Zahl kennen gelernt haben.

Der alternative Zugang iiber kumulierte relative Haufigkeiten, den Eichler & Vogel
(2009) beschreiten, ist komplexer und schwerer zu durchschauen. Fiir Eichler & Vogel
steht auch etwas anderes im Vordergrund: Es ergibt sich auf diese Art und Weise ein Weg,
tiefer in die Reflexion tiber stochastische Modellierungsprozesse einzusteigen. Gerade, weil
dieser Weg so komplex ist, fithrt er zu Reflexionen {iber die (Meta-)Begriffe Prognose und
Hypothese und deren Uberpriifung bzw. zum Nachdenken iiber die Funktionen eines Mo-
dells der realen Vorgange. Diese Reflexionsfunktion kann aber eine Priifungsaufgabe nicht
iibernehmen.

Im Folgenden wird sich ergeben, dass tiberdurchschnittlich viele Schiilerinnen und
Schiiler, und zwar unabhdngig von ihrer jeweiligen Endbenotung, den gleichen ,Fehler®
machen, ndmlich auf eine Argumentation iiber den Mittelwert der aufgezeichneten relati-
ven Haufigkeiten auszuweichen. Mittelwertbildung ist im erstgenannten Zugang - unter
bestimmten Umstdnden, z.B. in den Graphiken bei Haftendorn, 2010, S. 243 - angebracht.
Im zweitgenannten Zugang macht sie keinen Sinn, denn bei Mittelwertberechnung wiirde
man ja die Abweichungen in den ersten Fallen immer wieder erneut ins Kalkil ziehen. Die-
se Abweichungen hdtten einen starkeren Einfluss als die folgenden Abweichungen.

Die Aufgabe selbst favorisiert nun allerdings durch den Aufbau der Graphik eindeutig
den Zugang tiber die kumulierten Haufigkeiten. Bereits im Stamm der Aufgabe (unter f)
wird das Experiment unzweifelhaft beschrieben: ,,... insgesamt 2000-mal“ wird der [ein und
derselbe] Quader geworfen, und die Ausfille ,4“ werden ,nach 100, 200, 300, 400, usw.
Wiirfen® [also jeweils zwischendurch] in ihrer relativen Haufigkeit in der Graphik aufgetra-
gen. Teilaufgabe f1 betont diesen Zusammenhang erneut. Es geht um eine einzige Wurfse-
rie, nur unterbrochen zu Zwischenzdhlungen. Das Experiment wird also eindeutig im Sinne
ykumulierter relativer Haufigkeiten“ (Eichler & Vogel, 2009, S. 161) ausgewertet. Darauf
missen sich die Schiilerinnen und Schiiler einstellen.

-130-
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Es gibt demnach, in Kenntnis des Gesetzes der grofden Zahl, dessen Konsequenzen von
den Schiilerinnen und Schiilern ja gerade erfragt werden soll, nur eine rational-sinnvolle
Antwort: Die hochste Anzahl an Wiirfen liefert die beste Information, die man in dieser
Situation haben kann. Das Ablesen dieses einen, oder ggf. eines benachbarten Wertes ist
also die korrekte Losung. In Gestalt einer Schiilerlosung stellt sich diese Antwort z.B. so
dar:

J2] o249 =248% |
Wetrichuiridictbisd? parntr priebss; closhall-

Gymnasium — ,sehr gut”

Eine Antwort dieser Art wird in den Korrekturvorgaben der ZP-10 erwartet. Allerdings

wird dort nicht auf die Begriindung oder Herkunft des Ergebnisses eingegangen. Es gibt die

2 Punkte auf dieses Kriterien: ,Der Priifling entnimmt dem Diagramm die relevanten Da-

ten“ und antwortet etwa so: ,Der Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeit der ,4“ liegt bei

0,25. (Akzeptiert werden Werte zwischen 0,245 und 0,255)“. Die Aufgabe wird in der hier
betrachteten Stichprobe wie folgt bewertet:

Tabelle 8 — 6. Bewertung (Schileranzahlen und Prozent)
- MSA-2f2 und MSA-Gy-2f2 — ,Mit einem Quader wirfeln*

Vergebene Punktzahlen Gymnasium E?v?gi?emrhsncghsullﬁis

0 Punkte 26 35,1% 13 43,3%

1 Punkt 3 4,1% 0

2 Punkte 45 60,8% 17 56,7%
47

?/fj:vr\?athl: je eine ,starke”, ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse) 4 HE9TD € HOBJ

Die Aufgabe liefert also in Gymnasium und Gesamtschule nahezu gleiche Resultate in
den Bewertungen der Lehrerinnen und Lehrer. Von den Schiilerinnen und Schiilern, die o
Punkte erreicht haben, haben in der Gesamtschule 9 Schiilerinnen und Schiiler (30 % von
allen) die die Aufgabe nicht bearbeitet, im Gymnasium nur 7 (9,1% von allen).*®

8.2.2 Passung des Begriffskontextes

Aus der Sicht der Schiilerinnen und Schiiler ergibt sich bei der Losung der zweiten Teil-
aufgabe eine eigenartige Lage: Wenn ihr Begriff vom ,Gesetz der grofden Zahl“ durch die
Vorstellung einer Stabilisierung immer linger werdender, aber unabhangiger(!) Versuchs-

*" Bei drei Schiilerbearbeitungen sind die Korrekturprotokolle der Korrektoren nicht beigeheftet.
Die Merkmale der Schiilerlosungen konnen also entnommen werden (dort: N=77), aber i.a. nicht
die genaue Bepunktung durch die Lehrerinnen und Lehrer. Daher ist bei Tabellen mit Punktbewer-
tung i.a. nur der Bezug auf 74 (= 100 %) Schiilerinnen und Schiilern moglich.

* Die Zahlen beziehen sich wie bisher in diesem Kapitel nur auf die wenigen ausgewéhlten kom-
plett vorliegenden Schiilerldsungen; sie differieren daher gegeniiber den Zahlen aus dem Datensatz
»Modul 2 (vgl. Tab. 2-27); dort haben 71,7 % der Gymnasiasten und 47,0 % der Schiilerinnen
und Schiiler aus den Gesamtschulen/Erweiterungskurs die Aufgabe vollstindig geldst.
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reihen gepragt ist, also durch die oben als haufigsten Zugang beschriebene Einbettung des
Gesetzes der grofien Zahl, dann ist es eine erhebliche Leistung, nun davon zu abstrahieren
und sich nun auf den einen letzten und aussagekraftigsten Wert zu verlassen. Diese eigen-
artige Lage der Schiilerinnen und Schiiler wird noch verstarkt dadurch, dass die ihnen
moglicherweise bekannten graphischen Darstellungen identisch aussehen, wie die in der
Aufgabe gezeigte Graphik. Es muss lediglich die Anlage des Zufallsexperiments im Aufga-
bentext anders beschrieben sein.

Damit erkennt man eine grundsatzliche Schwierigkeit jeder Aufgabenbearbeitung: ,Ler-
nen ist [...] ein idiosynkratischer Prozess [...]. Verstindnisvolles Lernen erfolgt [...] stets
situiert und kontextuiert. Der Kontext strukturiert und formt den Lerngegenstand selbst.
Dies gilt in besonderem Maf3e fiir artifizielle Lerngelegenheiten, wie sie die Schule typi-
scherweise anbietet. Wissen wird unvermeidlich in sozialen Situationen erworben und
tragt gleichsam den Index des sozialen Erwerbszusammenhangs an sich“ (Baumert & Kun-
ter, 2006, S. 477). Sinnvoll zu erganzen ist man, dass es nicht nur um den sozial-situativen,
sondern auch um den inhaltlich-situativen Erwerbszusammenhang geht; auch dieser
,hangt wie ein Index“ an den erlernten Begriffen (vgl. Sfard, 2003: The need for Structure).

Ist nun der Zugang, der ,Erwerbszusammengang®, zum Gesetz der grofden Zahl durch
Stabilisierung bei unabhéngigen(!) Versuchsreihen gepragt, ist die Methode Mittelwertbil-
dung nicht nur naheliegend, sondern geradezu vorprogrammiert. Und dies bestatigt sich in
den Daten (Tab. 8-7).

Tabelle 8 — 7. Strategien bei der Aufgabe MSA-1f2 — Einen Quader werfen“. Anzahlen von
Schilerinnen und Schulern:

verwendete Loésungsstrategien Gymnasium Gesamtschule

Mlttelwertblldung_ Uber mehr als die beiden letzten Werte (Rechnung oder 15 19.5% 4 13,3%

verbale Beschreibung)

Mittelwertbildung nur Uber die beiden letzten Werte 0 0

anderes falsches Argument 5 6,5% 3 10,0%

richtiges Argument 4 5,2% 0 0,0%

keine Argumentation 46 59,7% 14 46,7%

Aufgabe nicht bearbeitet 7 9,1% 9 30,0%

gesamt 2 2

(Auswanhl: je eine ,starke”, ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse) " 00500 L SO

Die Tabelle kann dabei nur die Schiilerstrategien anzeigen, die auch wirklich ange-
schrieben wurden. Zusatzlich wird sich die Fehlvorstellung ,Mittelwertbildung“ auch bei
einigen der relativ vielen Schiilerinnen und Schiiler vorfinden, die gar keine Argumentation
lieferten. Es ist in der Aufgabe ja nicht ausdriicklich eine Begriindung verlangt.

Das Verfahren der Mittelwertbildung kommt in zahlreichen Varianten vor. Es gibt aus-
fithrliche Mittelwertberechnungen, wobei das folgende Beispiel zusatzlich die Uneinigkeit
bei der der Korrektur zeigt, denn die Losung wurde, wie ablesbar, zundchst als richtig mit 2
Punkten bewertet, aber dann in der Nachkorrektur auf 1 Punkt gesetzt, wobei sich die Kri-
tik darauf bezieht, dass das akzeptierte Losungsintervall tiberschritten wurde.
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Gymnasium — ,befriedigend”
Es gibt aber auch Losungen, die die Mittelwertbildung nur als Strategie angeben, dann
aber zu einer Schatzung tibergehen, wie hier:
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Gymnasium — ,gut”

Die Lehrerinnen und Lehrer sind sich indes, da ihnen in den Korrekturanweisungen, wie

erwahnt, keine Orientierungshilfe gegeben wird, uneins tiber die Bewertung des Mittel-

wert-Ansatzes. Sie akzeptieren ihn, wie oben, monieren allenfalls Rechenfehler, oder es

erfolgen unsichere Bemerkungen wie im folgenden Beispiel (,Schatzung?“). Hier wird zwar

angemerkt, ob denn die Berechnung des arithmetischen Mittels (offenbar mit Taschen-
rechner) noch eine ,Schatzung" sei, aber dennoch die volle Punktzahl gegeben.

%
1
¥
3
3
E

Gesamtschule — ,sehr gut*
8.2.3 Konsequenzen fiir die Aufgaben-Konstruktion

Das beschriebene zentrale Problem der Passung von mathematischen Begriffen zu Auf-
gabenzusammenhang und schulischem Erwerbszusammenhang provoziert ein Losungs-
verhalten der Schiilerinnen und Schiiler, das nur wenig tiber das tatsdchlich vorhandene
Wissen aussagen. Solche aufgabenseitig hervorgerufenen Fehlvorstellungen sollten mog-
lichst vermieden werden; sie sind freilich niemals vollstandig auszuschlieffen, wenn man
Lernen als selbstgesteuerten Prozess wirklich ernst nimmt. Aber Aufgabenkontexte sollten
moglichst so auf Begriffe zugreifen, dass Kohdrenz zu den curricular geldufigsten Zugdangen
erhalten bleibt. Es ist insbesondere darauf zu achten, dass nicht dufere Ahnlichkeiten in
Aufgabentexten vorkommen, die auf andere Begriffszugange abheben, wie bei der bespro-
chenen Aufgabe eben die identisch auch fiir andere Bedeutungen brauchbare Graphik.

Die zweite Konsequenz bezieht sich auf die Korrekturvorgaben. Diese sollten offensicht-
lich mogliche alternative Denkweisen der Schiilerinnen und Schiiler antizipieren. Die kor-
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rigierenden Lehrerinnen und Lehrer miissen genauere Orientierungen haben, wie sie mit
zu erwartenden Fehlvorstellungen umgehen sollen.

8.3 MSA-2b und MSA-Gy-2a — ,,Geschwindigkeit Wasserarm*:
Umgehen mit komplexen funktionalen Zusammenhangen

Der zweite Priifungsteil beginnt sowohl in der MSA- wie in der MSA-Gy-Priifung mit ei-
ner Aufgabe, die die geometrischen Teile des Curriculums abdecken soll. Die erste Teilauf-
gabe in der MSA-Priifung beinhaltet eine einfache Flichenberechnung (die bewasserte
Kreisfliche), die man nach den Vorgaben des Ministeriums fiir Schule und Weiterbildung
des Landes Nordrhein-Westfalen am ehesten in den 1. Priifungsteil (Basiskompetenzen)
einordnen kann (Bestimmung von Flicheninhalten einfacher Figuren, u.a. Kreis). Diese
Aufgabe fehlt in MSA-Gy. Die jetzt besprochene Aufgabe MSA-2b bzw. MSA-Gy-2a behan-
delt im geometrischen Kontext eine Frage, die gemafd den Vorgaben des Ministeriums al-
lerdings am ehesten zur Behandlung von Weg-Zeit-Zusammenhdngen, also in den Inhalts-
bereich Funktionen, gehort. Es geht im Kern um Geschwindigkeiten und ihre Angabe in
geeigneten Mafsen, wobei auch der geometrische Kontext eine Rolle spielt. Die Aufgabe ist
so gestellt:

MSA-2b bzw. MSA-Gy-2a - ,,Geschwindigkeit Wasserarm*

Auf vielen Getreidefeldern in den USA werden wegen der Trockenheit im Sommer
Bewisserungsanlagen eingesetzt. Sie sind im Mittelpunkt fest montiert und lange
,,Arme‘ mit Wasserrohren fahren auf groen Riddern kreisformig iiber die Felder (sie-
he Abbildung).

Farmer Jackson setzt Anlagen ein, die jeweils eine Armlédnge von 225 m haben.

a) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich der d&uBlere Endpunkt eines
solchen Wasserrohres, wenn die Anlage drei Umdrehungen in einer Stunde macht?
Gib die Geschwindigkeit in km/h an. Notiere deine Rechnung.

8.3.1 Eine ,machbare” Aufgabe?

Die Aufgabe scheint bei den Schiilerinnen und Schiiler als ,machbar® zu gelten, denn
lediglich 1 von den ausgewdhlten 77 Gymnasiasten in der Stichprobe und nur 3 von den 30
Schiilerinnen und Schiilern aus den Gesamtschulen bearbeiten die Aufgabe nicht. Eine
detaillierte Analyse der Bearbeitungen wird aber dennoch eine Reihe von charakteristi-
schen Schwierigkeiten aufzeigen. Diese verweisen vor allem darauf, dass bei der Aufgaben-
bearbeitung stets Mechanismen vorschneller Zuordnungen sowie scheinbar plausibler
Rechnungen und Ergebnisse einen verstindnisorientierten Zugang zum Gehalt der Aufga-
be tiberlagern. Insofern zeigt die Analyse wieder ein zentrales Charakteristikum von Schii-
lerkognitionen auf, die iiber die spezielle Aufgabe hinausgehen.
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Die Aufgabe verlangt mit der Anweisung ,Notiere deine Rechnung!“ auch eine einiger-
mafien ausformulierte Antwort. Die genauer beobachteten Schiilerinnen und Schiiler se-
hen das i.w. auch so, denn nur eine Minderheit davon - genauer: 17 (21,3 %) der Gymnasias-
ten und 4 (13,3 %) der Schiilerinnen und Schiiler an Gesamtschulen - geben keinen vollen
Antwortsatz. In welcher Weise der Antwortsatz (gleich ob zu einem korrekten oder zu ei-
nem falschen Ergebnis) gegeben wird, driickt aus, wie die Schiiler die Situation verstehen.
Man findet hier durchaus Unterschiede, die anzeigen, dass die Aufgabe keineswegs sicher
verstanden wird, und dass es sich analytisch lohnt, den unterschiedlichen Strategien detail-
liert nachzugehen.

Tabelle 8 — 8. Art des Antwortsatzes - MSA-2b, MSA-Gy-2a — ,Geschwindigkeit Wasserarm®.
Art des gegebenen Antwortsatzes Gymnasium Gesamtschule
Der auRere Endpunkt bewegt sich mit einer Geschwindigkeit ... 30 39,0% 12 40,0%
... die Geschwindigkeit ist ... 21 27,3% 5 16,7%
Die Anlage bewegt sich mit einer Geschwindigkeit ... 3 3,9% 2 6,7%
Das Rohr bewegt sich mit einer Geschwindigkeit ... 4 5,2% 3 10,0%
anderer falscher Antwortsatz 1 1,3% 1 3,3%
kein Antwortsatz 17 22,1% 4 13,3%
nicht bearbeitet 1 1,3% 3 10,0%
?:j:vrvnathlz je eine ,starke", ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse) U AT = T

Die Aufgabe wird in der uns vorliegenden Stichprobe wie folgt korrekt und mit Angabe
der Maf3einheit, also gewissermafden unter Riickbezug auf das Realmodell, gelost:

Tabelle 8 — 9. Korrekte Lbsung49 - MSA-2b, MSA-Gy-2a — ,Geschwindigkeit Wasserarm®.
korrekt gelost? Gymnasium Gesamtschule

ja 52 67,5% 9 30,0%

nein 24 31,2% 18 60,0%

nicht bearbeitet 1 1,3% 3 10,0%

gesamt o 0

(Auswahl: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache“ Arbeit pro Klasse) vy e =0 HOEe

Die Aufgabe bereitet also vor allem den aus den Erweiterungskursen an den Gesamt-
schulen ausgewdhlten Schiilerinnen und Schiilern durchaus Probleme. Diesen Problemen
gehen wir nun nach, indem wir im Folgenden die einzelnen Strategien genauer untersu-
chen.

Ein Grund fiir die, auch am Gymnasium, zundchst bemerkenswert vielen Fehllosungen
mag - ein allgemeines Problem des Mathematikunterrichts — auch darin zu suchen sein,
dass niemand unter den Schiilerinnen und Schiilern eine ,Probe“ (,Validierung®) gemacht
hat. Diese hatte z.B. die in den Vorgaben des Ministeriums ausdriicklich fiir den Priifungs-
teil 1 - als Basiskompetenz! - geforderte Fihigkeit zum Schitzen und Uberschlagen heraus-
gefordert: Mit groben Ndherungen kommt man namlich ohne weitere Hilfsmittel bei-
spielsweise (es gibt viele Moglichkeiten von gleicher numerischer Simplizitdt) zur Abschat-
zung

Y% km (fir 450 m) * 3(firn) * 3,
und das sind (mit Faktor 10 statt 3*3) etwas unter 5 km fiir den in einer Stunde zurtickge-
legten Weg. Es werden aber offenbar, ohne an der Plausibilitat zu zweifeln, auch Losungen

¥ Die Losungsquoten im Datensatz ,Modul 2“ sind: Gesamtschule/Erweiterungskurs: 47,4 %,
Gymnasium: 76,1 %.
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wie 4214,15 km/h (,nur(?) ein Kommafehler eines mit ,gut“ bewerteten Schiilers aus dem
Gymnasium) oder 70,686 km/h (Dimensionsfehler eines mit ,mangelhaft bewerteten
Gymnasiasten) u.a. notiert.

8.3.2 Kognitive Analyse der Aufgabe

Auf den zweiten Blick erscheint die Aufgabe aber gar nicht mehr so anspruchslos, so
dass die Losungsquoten (in unserer Auswahl von Schiilerinnen und Schiilern) durchaus
akzeptabel erscheinen. Denn eine inhaltliche Analyse der Aufgabe zeigt mehrere Merkma-
le, die die Aufgabe kognitiv aufladen. Der entscheidende Punkt ist, dass in der Aufgabe
wenigstens drei funktionale Abhdngigkeiten ineinander verwoben sind, und dass in der
Kognition der Schiilerinnen und Schiiler jeweils andere als die tiblicherweise (,,Erwerbszu-
sammenhang®, s.o0.) als variabel gedachten Grof3en in die funktionalen Beziehungen einge-
hen:

(@) Der Weg des duferen Endpunkts des Wasserarms ist als Umfang eines Kreises mit
Radius 225 m aufzufassen und zu berechnen. Die ,iibliche“ funktionale Abhangigkeit, die in
den gebrauchlichen Formeln zum Ausdruck kommt, ist die Abhédngigkeit vom Radius. Hier
wird aber spater nicht der Radius, sondern der errechnete Wert als die einzusetzende Vari-
able in der Geschwindigkeitsberechnung gebraucht.

(b) Dass sich der Wasserarm dreimal in einer Stunde dreht, bedeutet eine zweite funk-
tionale Abhangigkeit. Man kann ,dreimal pro Stunde® als Operator konzeptualisieren, man
kann aber auch einfach den Faktor 3 einfiigen (hat dann aber keine Kontrolle mehr tiber
die Maf3einheit), man kann schliefilich sogar ,dreimal pro Stunde® auf ,einmal in 20 min*
reduzieren (und assoziiert gedanklich somit die Zahl ,20“ mit dem Problem).

(c) Die Geschwindigkeit ist die dritte vorkommende Funktion. Sie ist vom Begriff her
von 2 Variablen abhdngig und hat die Form eines Quotienten. Vorgegeben ist eine der bei-
den Variablen, die Zeit, und diese bereits in Form der Zeiteinheit 1 Stunde. In diesem Falle
kann man die Geschwindigkeit auch als eine ,relationale“ Grundgrofle auffassen (siehe
Kap. 3.2.5). Diese Ambiguitat erschwert den gedanklichen Zugang abermals durch Interfe-
renzen mit moglichen Erwerbszusammenhangen.

(d) Die gewonnenen Ergebnisse sind am Ende aber auch noch in die gewiinschte Di-
mension ,km/h“ zu bringen, eine weitere (ebenfalls funktional zu denkende) Anforderung.

Fasst man zusammen, so haben die Schiilerinnen und Schiiler es mit einer durchaus
verwickelten Situation zu tun. Das gesuchte Ergebnis ist strukturell aus der Auswertung
einer Funktion zu gewinnen, in die die Variablen Radius (und daraus Umfang), Zahl der
Umdrehungen und Zeit einzubringen sind. Wenn man mit T (= 1h) und R (= 225 m) die
einzusetzenden konkreten Werte fiir Radius und Zeit bezeichnet, hat man immer noch
zwei gedanklich zu unterscheidende Berechnungsvarianten, die zu spezifischen Fehler-
rechnungen fiihren kénnen (und werden):

s(r,n) _3-U(r) _3-22R _ 2R =2ﬂR-(§j
t T T %

Es werden somit relativ hohe Anspriiche an die Fahigkeit zur ,formalen Wissensrepra-
sentation“ (Cohors-Fresenborg, 2001) gestellt, wofiir gerade der Funktionsbegriff die zent-
rale Rolle spielt. Sowohl in diesem Sinn (ineinander geschachtelte Funktionen), wie auch
im Sinne des Kap. 3.2.2 handelt es sich also um eine hochgradig ,integrative“ Aufgabe.
Dementsprechend existiert eine Fiille von strukturellen Fehlerquellen, die im Folgenden
aufgezeigt werden sollen.

v(r,n,t) =
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Aufgabe ,Geschwindigkeit Wasserarm“

8.3.3 Detailanalysen der Schiilerschwierigkeiten

Die auftretenden Schwierigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler bei dieser Aufgabe darf
man nicht auf allzu allgemeiner Ebene analysieren. Denn bei den in Ziffer 4 des Kap. 7 ge-
nannten Grundausrichtungen von Losungswegen entweder nach strukturellen oder nach
situativ-kontextuellen Gesichtspunkten (vgl. dazu auch Kleine & Jordan, 2008) zeigt sich
hier ein eindeutiges Verhalten der Schiilerinnen und Schiiler. Wohl aufgrund der schnell
erkannten Komplexitat der Situation richten 73 der 77 Gymnasiasten und 25 der 30 Ge-
samtschiiler ihre Losung inhaltlich am Sachkontext aus. Die Aufgabenlosung geht daher in
kleinen Teilschritten vor. Es finden sich nur wenige ganzheitliche Vorgehensweisen (wie
etwa in der Art der oben gezeigten Formeln). Es kann in der Analyse daher den einzelnen
Teilschritten gefolgt werden.

1 Weg
Was betrachten die Schiilerinnen und Schiiler als den zuriickgelegten Weg?

Tabelle 8 — 10. Weg - MSA-2b, MSA-Gy-2a — ,Geschwindigkeit Wasserarm*.

Wegberechnung Gymnasium Gesamtschule
Weg ist Umfang (oder dreifacher Umfang) 64 83,1% 13 43,3%
Weg ist Radius (oder dreifacher Radius) 2 2,6% 1 3,3%
Weg ist die Anzahl der Umdrehungen 0 4 13,3%
Weg ist Durchmesser 2 2,6% 2 6,7%
Weg ist Flache 2 2,6% 1 3,3%
trifft nicht zu 4 5,2% 6 20,0%
nicht bearbeitet 3 3,9% 3 10,0%
?:j:vr\;r]atthl: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse) U LTaT £ HEfE

Die folgende Losung ist einer der drei Falle, bei denen der Radius als Weg betrachtet
wird (und weitere Fehler gemacht werden):
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Gymnasium — ,befriedigend”
Dartiber hinaus gibt es auch Wegberechnungen, die tiber die bisher explizit genannten
Ansatze hinausgehen. Die folgende Losung zeigt eine starke ,Formelorientierung“. Es wird
eine offenbar auswendig gelernte Formel fiir die Linge von Kreisbogen (und Fldache von
Kreissektoren) mit gegebenem Winkel a (in der Kopie leicht falschlich als ,,2“ zu lesen) ins
Spiel gebracht. Sie wird aber nicht konsequent auf den vorliegenden Fall angewandt*’, son-
dern nach verschiedenen ad-hoc-Anpassungsvorgiangen wird doch noch die richtige L6-
sung produziert. Die Lehrkraft erkennt daher der Losung die vollen 4 Punkte zu.

A5

*% Das wire moglich gewesen: o = 1080°; wir finden somit eine weitere mogliche Art der funktio-
nalen Konzeptualisierung des Problems.
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2 Geschwindigkeit

Gymnasium, ,gut"

Ebenso treten bei der Berechnung der Geschwindigkeit unterschiedliche Strategien und

dementsprechende Fehllosungen auf:

Tabelle 8 — 11. Berechnung der Geschwindigkeit

- MSA-2b, MSA-Gy-2a — ,,Geschwindigkeit Wasserarm®.

(Auswahl: je eine ,starke®, ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse)

Strategie Geschwindigkeit Gymnasium Gesamtschule

lI?rst wird der Weg bei drei Umdrehungen berechnet, dann auf die Zeit 57 74.0% 10 33.3%
ezogen

Erst wird der Weg bei einer UrIldrehung berechnet, dann auf die Zeit 4 5 2% 5 6.7%

bezogen (und auf ,pro Stunde“ umgerechnet)

Andere Geschwindigkeitsberechnung, jedoch mittels eines Quotienten 8 10,4% 14 46,7%

\Isvf:gtegle nicht erkennbar, da nach Berechnung des Wegs abgebrochen 3 3.9% 1 3.3%

nicht zu entnehmen, andere Strategien 4 5,2% 0 ,0%

Aufgabe nicht bearbeitet 1 1,3% 3 10,0%

gesamt 77 100,0% 30 100,0%

Das folgende Beispiel zeigt die zweitgenannte Variante, die Geschwindigkeit bereits aus
dem Weg nach 1 Umdrehung zu berechnen. Es tritt dann die Problematik der Umrechnung

in km/h auf.
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Aufgabe ,Geschwindigkeit Wasserarm“

Die folgende Bearbeitung zeigt einen zundchst iiberraschenden Zugang: Es wird ein
dreisatzahnliches Schema aufgestellt>. Auch hier gilt: Im Lichte der o.g. kognitiven Analyse
ist das Vorgehen durchaus erklarbar. Die Aufgabe enthdlt mehrfach proportionale Abhan-
gigkeiten: Der Weg ist proportional zur Zahl der Umdrehungen, diese wiederum zur Zeit.
Es ist also nachvollziehbar, wenn spontan das Grundschema fiir Proportionalitat, der Drei-
satz (oder hier: Zweisatz) aufgerufen wird.

Gesamtschule — ,ausreichend*

Bemerkenswert ist, dass selbst bei dieser Fehllosung an der Idee ,Geschwindigkeit ist

ein Quotient” festgehalten wird. Diese Idee wird von nahezu allen beobachteten Schiilerin-
nen und Schiilern beibehalten.

3 Geschwindigkeitseinheiten

Wie man in dieser Aufgabe mit den Einheiten fiir die Geschwindigkeit umgeht, ist eben-
falls vielfdltig. Unabhdngig davon, ob ein richtiges Ergebnis erhalten wird, rechnet die
Mehrzahl der Schiilerinnen und Schiiler von vorneherein in km/h; einige rechnen im Ver-
lauf des Rechengangs von m/h nach km/h um. Dennoch treten hier falsche Losungen auf,
etwa wenn vom falschen Weg ausgegangen wird.

Interessanter sind die Fehler, die zustande kommen, wenn der Weg auf 1 min oder
20 min oder 60 min bezogen wird. Darunter sind auch Losungen wie diese (rechts der Kor-
rektureintrag der Lehrkraft):
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Gymnasium — ,befriedigend”
Es dominieren in dieser Schiilerlosung die direkt im Aufgabentext angegebenen Zahlen 225
und 3 sowie die Zahl 60 und die Idee ,Quotient“. Alles andere sind dimensionslose Berech-
nungen, die dann auf ein plausibel erscheinendes Ergebnis fiithren, das noch nicht einmal
als Geschwindigkeit bemaf3t wird.

Eine andere Losung zeigt, wie unmittelbar ein (hier zusatzlich falsch erzeugtes) Ergeb-
nis in m/min zu km/h umdeklariert wird, offenbar weil der Zahlenwert plausibel erscheint.

>! Dieses Schema tritt iibrigens auch bei einem zweiten Schiiler der gleichen Klasse anfangs auf, es
wird dort aber dann wieder gestrichen.
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Gesamtschule — ,befriedigend”

Schlieflich gibt es auch Vorgehensweisen, in denen die Geschwindigkeit nicht mehr ex-
plizit nach irgendeinem nachvollziehbaren Weg berechnet wird, sondern offenbar ein nu-
merisches Zwischenresultat als plausibles oder ,vertrautes Ergebnis genommen wird. Be-

sonders auffallig ist diese Losung:

Sie beginnt mit dem schon oben erwdhnten Proportionalitatsgedanken. Offenbar ,klingt
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Gymnasium — ,befriedigend”

«

die Zahl ,75“ derart nach einer ,Geschwindigkeit®, dass sie als ,75 km/h“ angesehen wird.
Die Quotienten-Idee fiir die Geschwindigkeit ist dabei in der Form 3 Umdrehungen pro
Stunde untergebracht. (Die ,Hédkchen® sind Korrekturzeichen, die andeuten sollen, dass

die Mafdeinheit vermisst wird.)

Tabelle 8 — 12. Verwendung von Einheiten fiir die Geschwindigkeit
- MSA-2b, MSA-Gy-2a — ,Geschwindigkeit Wasserarm®.

Geschwindigkeitseinheiten Gymnasium Gesamtschule

Rechnet von vorneherein in km/h (kann dennoch falsch sein!) 58 75,3 7 23,3%

zuerst in m/h gerechnet, 'dann konsequent nach km/h umgerechnet 1 13 5 16,7%

(kann dennoch falsch sein)

Rechnet km oder m pro min, pro 20 min, pro 60 min und Ubertragt ohne 5 6.5 5 16,7%

Umrechnung auf km/h

Rechnet in m/h und ubertragt ohne Umrechnung auf km/h 1 1,3 0 ,0%

an_dere_ Vorgehensweisen, die nicht die Berechnung einer Geschwindig- 10 13.0 10 33.3%

keit beinhalten

Aufgabe nicht bearbeitet 1 1,3 3 10,0%

gesamt 2 2

(Auswahl: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache“ Arbeit pro Klasse) U T <0 OGS
8.3.4 Desiderate an die Entwicklung des Mathematikunterricht

Die Analyse der Schiilerlésungen zu dieser Aufgabe forderte einige Schwierigkeiten zu-
tage, die wohl am ehesten als Desiderate an den Mathematikunterricht insgesamt aufzufas-
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sen sind. Denn eine auf den ersten Blick einfach erscheinende Aufgabe fordert doch in den
Schiilerbearbeitungen erhebliche Unsicherheiten zutage.

Bemerkenswert ist zundchst die am deutlichsten in der Gesamtschule sichtbar werden-
den Unklarheiten bei der Umrechnung von Maf3einheiten. Von der Entwicklung eines ver-
standnisorientieren Mathematikunterrichts aus betrachtet ist es allerdings von grofderer
Bedeutung, dass auf den Umgang mit sich gegenseitig beeinflussenden funktionalen Ab-
hangigkeiten im Mathematikunterricht intensiver eingegangen wird, und zwar sowohl be-
grifflich als auch in Hinblick auf die Verwendung von ,Funktionen als Werkzeuge“
(Cohors-Fresenborg, 2003), gerade in realitatsorientierten Aufgaben. Es ist dabei Wert auf
mehr strukturiertes Denken zu legen, um die Komplexitat selbst in scheinbar einfachen
Aufgaben wie dieser beherrschen zu lernen. Andernfalls weichen die Schiilerinnen und
Schiiler - wie gesehen - auf die Ubernahme von plausiblen, aber zufillig auftauchenden
Zwischenergebnissen aus.

8.4 MSA-Gy-2d2 — ,,Getreidefeld — Parallelogramm-Anordnung“:
Umgehen mit der nachtraglichen Priifung eines hypotheti-
schen Werts

Die nur in der Priifung fiir die Gymnasien gestellte Aufgabe, nachtraglich den vorgege-
benen Wert von 840 m fiir die ,H6he“ des Feldes bei dichter Kreispackung zu bestdtigen,
wurde bereits in Kap. 4.2 erwdhnt. Dort wurde auf den begrifflichen Kern der Aufgabe hin-
gewiesen, die eine ,strukturell-allgemeine Modellierung” verlangt. In diesem Abschnitt
steht im Mittelpunkt, inwieweit die Schiilerinnen und Schiiler auf dieses (vermutlich un-
gewohnte) Aufgabenformat reagieren und inwieweit sie sich tatsachlich auf das strukturel-
le Verstehen der geometrischen Situation einlassen.

Die Aufgabe ist folgendermafien formuliert, wobei wir hier nur die Schiilerbearbeitun-
gen zu MSA-Gy-2d2 analysieren. Dazu ist es aber entscheidend, auch die vorangehende
Aufgabe MSA-Gy-2d1 als Hintergrund der Bearbeitungen zu beachten; sogar die Aufgabe
davor — MSA-Gy-2c - Liange der Wasserleitungen in einem rechteckigen Feld - wird in die
Analyse der Schiilerbearbeitungen dieser Aufgabe einflief3en.

MSA-Gy-2d —,,Getreidefeld — Parallelogramm-Anordnung

d) Auf einer anderen Farm sind die Bewésserungsanlagen anders angeordnet:

14ld m

d1) Berechne den prozentualen Anteil der nicht bewisserten Flache (hier grau
dargestellt). Nimm dabei an, dass h = 840 m ist.

d2) Weise nun nach, dass h tatséchlich ungefahr 840 m ist.
Notiere deine Rechnung.
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8.4.1 Drei Losungsvarianten

Die Aufgaben MSA-Gy-2d1 und MSA-Gy-2d2 zusammen weisen ein bemerkenswertes
Format auf, das in der Schulbuchliteratur und im Mathematikunterricht wohl eher selten
benutzt wird, in der Mathematik selbst aber als durchaus typisch gelten darf: Es wird zu-
ndchst mit einem vorgegebenen Wert (840 m) sozusagen ,hypothetisch“ gerechnet und
erst im Nachhinein besteht die Aufgabe darin, die vorher nicht hinterfragte Angabe aus der
geometrischen Konfiguration heraus mathematisch zu bestdtigen. Dass auch der Wert
1416 m von der Art einer ,hypothetischen“ Angabe ist und eigentlich ebenfalls aufgrund der
geometrischen Konfiguration hergeleitet werden konnte, wird nicht thematisiert.

Die Aufgabe MSA-Gy-2d2 enthdlt also zunadchst schon vom inhaltlichen Frageformat her
eine kognitive Herausforderung. Diese spiegelt sich in den zu beobachtenden Losungsan-
satzen der Schiilerinnen und Schiiler wider. Drei Losungsvarianten sind denkbar, die dritt-
genannte ist jedoch nicht akzeptierbar:

1 Die exakte geometrische Losung greift — in verschiedenen konkreten Auspragungen
— letztlich auf das gleichseitige Dreieck aus den Mittelpunkten der Kreise zuriick und
kommt mittels der Berechnung der Hohe im gleichseitigen Dreieck tiber den Satz des Py-
thagoras zur Losung. Diese Losungsvariante ist offenbar von den Aufgabenstellern inten-
diert, denn in den Korrekturvorgaben des Ministeriums ist diese Variante angegeben. Da-
riiber hinaus sind Aufgaben dieses Typs der prozessbezogenen Kompetenz ,Problemlésen®
zugeordnet; auch deshalb erwartet man wohl die strukturelle und exakte Losung.

2 Eine zweite Losungsvariante ist zwar nicht intendiert, aber sie widerspricht weder
dem Grundtenor der gesamten ZP-10 noch wird sie durch die Formulierung des Aufgaben-
textes ausgeschlossen, eher sogar provoziert. Man kann den Charakter der Aufgabe als an-
wendungsbezogene Aufgabe hervorheben (prozessbezogene Kompetenz: Modellieren) und
wird dazu durch den Hinweis, es gehe um den Nachweis von ,tatsdchlich ungefihr 840 m*
sogar ermutigt. Dann liegt es nahe, mit einer begriindeten Schatzung zu antworten: Die
Hohe entspricht nicht ganz dem vierfachen Radius, denn (a) die Radien iiberschneiden
sich ja, wenn man sie auf die Hohe projiziert>, oder (b) eine Verbindung der unteren und
der oberen Grenze des Feldes langs von vier Radien weist einen Knick auf. Daher muss es
sich bei h um weniger als goo m handeln und ein Abzug von ca. 60 m kommt der geomet-
rische Situation erkennbar recht nahe.

3 Schliefllich werden die Schiilerinnen und Schiiler - wie zu zeigen sein wird - tat-
siachlich durch die ungewohnte Aufgabenstellung der nachtriglichen Uberpriifung verlei-
tet, auf vorher berechnete Ergebnisse zurlickzugreifen, wie es ja auch sonst im Mathema-
tikunterricht laufend geschieht. Es werden sich tatsichlich solche Zirkelschliisse finden
lassen. Sie kommen in zwei Vorgehensweisen vor: Die nicht bewdsserte Fliche wurde in
MSA-Gy-2d1 ausgerechnet, allerdings eben bereits mit Verwendung von h = 840 m. Wenn
man sie als
1416 m - h - 6712

ansetzt, kann man daraus h (zirkuldr) zuriickrechnen; dieses Vorgehen wird unten als
Schiilerlésung gezeigt. Eine andere Vorgehensweise greift auf die Prozentberechnungen in
MSA-Gy-2d1 zuriick und schlief3t von daher - weniger leicht als zirkuldr zu durchschauen -
auf die Hohe zurtick.

>? Dies ist die im Beispiel unten gezeigte Variante.
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Hier folgen Schiilerbearbeitungen zu jeder der drei Varianten. Ein Beispiel der Losung
mittels Pythagoras ist:

Gymnasium — ,gut”
Der Erstkorrektor moniert das Fehlen der Einheiten und verweigert 2 Punkte. Der Zweit-
korrektor akzeptiert dann aber die Losung mit voller Punktzahl.

Die Schatzmethode wird zundchst an einem Beispiel vorgestellt, in dem ausfiihrlich argu-
mentiert wird. Die Abschitzung der Gréfe der Uberschneidung der Kreisradien wird durch
passende Hilfslinien in der Zeichnung unterstiitzt. Beide Korrektoren geben hierfiir o
Punkte und merken an: ,Bezug zur Aufgabenstellung?“
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Gymnasium - ,befriedigend”
Das folgende Beispiel zeigt ein nicht mehr argumentierendes Vorgehen:

Durch bz Wrelse haon Mo ecbanaiy
Aass  Ads, Hube elhess doafer KO0
izgzn DUass, 1 EEERREENE

Gymnasium — ,sehr gut*
In die Figur im Angabenblatt wird nichts eingezeichnet. Beide Korrektoren erkennen, dass
keinen Begriindungen angegeben werden und bewerten mit o Punkten.
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Die beiden Varianten der zirkuldren Losungen sehen aus Schiilerhand so aus:

a—M/GﬂW; cbr Feriel /g-;«

A euun P adlo gracma,

b b 2w borectivers:
L A= g2

L=_#

i 3

L=6% (w)

dotwsd i b G febokstlico
£50 ter . '
Gymnasium — ,sehr gut”

Bewertet wird mit o Punkten. Die andere Variante der zirkuldaren Losung verwendet Pro-
zente:

L] b L L
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Gymnasium — ,sehr gut*
In dieser Schiilerbearbeitung wurde eine Zeile vorher korrekt berechnet, dass 19,77 % der

Flache des Feldes nicht bewassert werden. Der Korrektor bemerkt an der Stelle des noch
sichtbaren Pfeiles: ,Hier ist h = 840 m bereits eingegangen®. Bewertet wird mit o Punkten.

8.4.2 Lésungsverhalten der Schiilerinnen und Schiiler: Welche prozessbezoge-
nen Kompetenzen sind realisiert?

In der (grofderen) Stichprobe des Datensatzes ,Modul 2“ (Tab. 2-27) 16sen 9,5 % der
Schiilerinnen und Schiiler des Gymnasiums die Aufgabe korrekt. Unter den ausgewahlten
74 Schiilerinnen und Schiilern®, von denen die Bearbeitungen analysiert werden, erhalten
11 (14,9 %) die volle Punktzahl von 4 Punkten, 14 Schiilerinnen und Schiiler (18,9 %) errei-

>3 Siche oben: Drei Schiilerldsungen ohne Korrekturprotokoll. Die Aufgabenbearbeitungen selbst
und deren Merkmale liegen von allen 77 Schiilerinnen und Schiiler vor.
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chen 1 Punkt und 49 (66,2 %) erzielen keinen Punkt, bzw. haben die Aufgabe nicht bear-
beitet.

Eine erste naheliegende Frage ist, ob sich die Schiilerinnen und Schiiler zu den drei auf-
gezeigten Losungsvarianten unterschiedlich verhalten, je nachdem ob es sich um ,starke®
oder ,schwache“ (gemessen an ihrer Endnote) Schiilerinnen und Schiiler handelt. Wenn
die Losungsvarianten iiber das ganze Leistungsspektrum der Schiilerinnen und Schiiler
verteilt sind, dann scheint die Vermutung plausibel, dass es allgemeine kognitive Schwie-
rigkeiten sind, die mit der Aufgabe verbunden sind. Die sich anschlieflende Frage ist, ob
ein evtl. unterschiedliches Verhalten allein auf mangelndes sachliches Wissen (des Satzes
des Pythagoras) zuriickgehen kann.

Tabelle 8 — 13. Strategien bei der nachtréglichen Berechnung der Hohe, aufgeschlisselt nach
Noten der Schulerinnen und Schiler -
MSA-Gy-2d2 — ,Getreidefelder — Parallelogramm-Anordnung*:

sehr gut | gut | befriedigend | ausreichend | mangelhaft gesamt
Py_thagoras:_ Hohe des gleich- 3 0 0 0 0 3 3.9%
seitigen Dreiecks
Pythagoras: rechtwinkliges e
Dreieck mit Seiten r und 2r 6 L 0 0 0 ! 9,1%
Strategie: a/2-\3 aus der 0 0 1 0 0 1 1.3%
Formelsammlung
Schéatzmethode argumentie- 4 1 3 0 1 9 11,7%
rend
Schéatzmethode nicht ange- 4 3 5 4 1 17 22.1%
messen
zirkulare Rickrechnung mit 2 2 0 0 0 4 520
Prozenten
Z|r_|.<u|are Ruckrechnung mit 2 0 7 4 2 15 19,5%
Flachenberechnung
andere falsche Strategie 0 1 3 2 0 6 7,8%
Aufgabe nicht bearbeitet 0 2 5 7 1 15 19,5%
gesamt 21 10 24 17 5 7 100,0%
(Auswahl: je eine ,starke”,
»mittlere®, schwache” Arbeit 273%  13,0% 31,2% 22,1% 6,5% 100,0 %
pro Klasse)

Auffdllig ist dreierlei: Sowohl leistungsstarke wie leistungsschwache Schiilerinnen und
Schiiler verwenden gleichermaflen Schitzmethoden (ob angemessen formuliert oder
nicht), in beiden Schiilergruppen kommen die zirkuldren Schliisse vor, aber nur die leis-
tungsstarkeren Schiilerinnen und Schiiler greifen auf die - eigentlich intendierte — Berech-
nung mittels des Satzes des Pythagoras zuriick.

Laut den Vorgaben aus dem Ministerium sind Aufgaben wie diese der prozessbezogenen
Kompetenz des Problemldsens zuzuordnen. Man erwartet sich, dass durch die Berechnun-
gen mit dem Satz des Pythagoras eine mathematische Strukturierung des Problems und
damit geometrisches Verstehens erfolgt. Von der Mehrzahl der Schiilerinnen und Schiiler
wird dies aber liber das gesamte Leistungsspektrum hinweg anders gesehen. Der Anwen-
dungscharakter der Aufgabe dominiert, die Schiilerinnen und Schiiler sind mehrheitlich in
der Kompetenz des Modellierens angesprochen und greifen folgerichtig zu Schatzverfah-
ren. Dass auch ,sehr gute” und ,gute“ Schiilerinnen und Schiiler auf zirkuldre Losungsan-
satze kommen, unterstreicht die Meinung, dass das Format der nachtraglichen Bestatigung
ungewohnt ist und einer expliziten Vorbereitung im Mathematikunterricht bedarf.

Man koénnte nun vermuten, dass leistungsschwachere Schiilerinnen und Schiiler den Py-
thagoras deshalb nicht anwenden, weil ihnen dieser Satz nicht geldufig ist. Das ist aber
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nicht der Fall. Denn eine Gegeniiberstellung der Strategien bei Berechnung der Hohe
(MSA-Gy-2d2) und der Strategien bei Berechnung der Liange der Wasserrohre (langeres
Teilstiick) in der unmittelbar vorangehenden Aufgabe MSA-Gy-2c zeigt dies:

Tabelle 8 — 14. Gegenuberstellung von Losungsstrategien bei der nachtraglichen Berechnung der
Hohe in MSA-Gy-2d2 (Zeilen) und der Berechnung der Lange der Wasserrohre in
MSA-Gy-2c (Spalten

Pythagoras |falsch: doppelter falsch (sonst), |Aufgabe nicht esamt
verwendet Radius nicht ersichtlich bearbeitet 9
Pyt'hago'rgs: Hohe_des 3 0 0 0 3 3.9%
gleichseitigen Dreiecks
Pythagoras: rechtwinkliges o
Dreieck mit Seiten r und 2r ! 0 0 0 U EL
Strategie: a/2 3 aus der 0 1 0 0 1 1.3%
Formelsammlung
rSecnhdéitzmethode argumentie- 7 1 1 0 9 11,7%
Schéatzmethode nicht ange- 9 6 5 0 17 22.1%
messen
zirkulare Ruckrechnung mit 4 0 0 0 4 5.2%
Prozenten
Z|r_I§uIare Rickrechnung mit 5 5 4 1 15 19.5%
Flachenberechnung
andere falsche Strategie 4 1 1 0 6 7,8%
Aufgabe nicht bearbeitet 9 2 15 19,5%
gesamt 48 17 9 3 77 100,0%
(Auswahl: je eine ,starke®,
~mittlere”, schwache"“ Arbeit 62,3 % 22,1 % 11,7 % 3,9 % 100,0 %
pro Klasse)

Offenbar sind weitaus mehr Schiilerinnen und Schiiler in der Lage, den Pythagoras in
Anwendungszusammenhdngen wie bei der Berechnung der Lange der Wasserrohre einzu-
setzen (48 Schiilerinnen und Schiiler), als es sich bei der Aufgabe MSA-2d2 zeigt (10 Schii-
lerinnen und Schiiler). Das Wissen selbst ist also durchaus vorhanden. Es kommt aber
dann nicht zum Einsatz, wenn in der Formulierung der Aufgabe nicht mehr explizit ,Be-
rechne die Gesamtlange ...“ (MSA-Gy-2c) gefordert wird, sondern das unbestimmtere ,, Wei-
se nun nach ...“ (MSA-Gy-2d2) erscheint. Tritt dies in einer realitdtsorientierten Aufgabe
auf, dann zieht eine grofdere Zahl der Schiilerinnen und Schiiler, gerade auch leistungsstar-
ke, offenbar den Schluss, alltagstaugliche Verfahren wie Schatzen seien angemessen.

Ubrigens machen nur 7 Schiilerinnen und Schiiler eine dreiecksihnliche Zeichnung und
das sind ausschlieflich diejenigen, die auch die Pythagoras-Methode verwenden.

8.4.3 Konsequenzen fiir die Aufgabenformulierung

Die Schiilerbearbeitungen zu dieser Aufgabe verwiesen auf eine zentrale Grundbedin-
gung fiir jede Aufgabenkonstruktion. Es ist zundchst von Aufgabenstellern festzulegen,
welchem Ziel - sachlich, kognitiv, auf Kompetenzen bezogen, etc. — eine Aufgabe dienen
soll, und anschliefend ist so zu formulieren, dass auch den Schiilerinnen und Schiilern
dieses Ziel klar verstandlich kommuniziert wird.

In der vorliegenden Aufgabe ist die Intention hinter der Aufgabenstellung offenbar, eine
Problemloseaufgabe zu stellen, strukturelle Losungen zu erhalten und zu einem exakten
Ergebnis zu kommen. Sowohl die Korrekturhinweise (an die sich die Lehrerinnen und Leh-
rer halten) wie auch die Vorgaben in der Kompetenzmatrix zur ZP-10 zeigen in diese Rich-
tung. Die Schiilerinnen und Schiiler hingegen nehmen zunachst den Kontext der Aufgabe
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wahr, fithlen sich daher frei in der Wahl vielfaltiger Strategien und erreichen so nicht im-
mer das Ziel. Gleichwohl stiinde vielen von ihnen das fachliche Wissen zur Verfiigung.

Um eine solche Spannung zwischen Aufgabenintention und Aufgabenauffassung zu
vermeiden, sind verschiedene Formulierungsmerkmale zu bedenken, ohne dass hier kon-
krete Verbesserungsvorschlidge zu machen wiren. Generelle Richtschnur sind dafiir Uber-
legungen wie: Zeigen die Anweisungen (,berechne, ,weise nach®) in die intendierte Rich-
tung? Soll man die Intention ausdriicklich erwdhnen (,es geht jetzt um eine exakte Lo-
sung“)? Soll vom Kontext abstrahiert werden (,betrachte das Feld nun als geometrische
Figur“)? Sollen Hinweis zur erwarteten Strategie gegeben werden (,verwende geometrische
Berechnungsmethoden®)? Usw.. Aufgabenstellung und Aufgabenbearbeitung wirken &du-
Berst sensibel durch solche Formulierungsverschiebungen gegenseitig aufeinander ein. Die
Wirkung ist dabei ganz von der einzelnen Aufgabe abhdngig. Gerade die vorliegenden
Schiilerbearbeitungen zeigen sehr anschaulich diese Effekte und sind daher eine Art ,Lehr-
stiick” fiir Aufgabenkonstruktion im Allgemeinen.

Die andere Charakteristik der Aufgabe, dass es sich namlich um das kognitive Format
der ,nachtraglichen Bestdtigung eines vorher hypothetisch angenommenen Zusammen-
hangs“ handelt, verweist eher auf den Mathematikunterricht selbst: Solche mathematisch
wichtigen, geradezu charakteristischen Denkfiguren scheinen im Mathematikunterricht
wenig gepflegt zu sein. Sie setzen zwar komplexes Denken bei den Schiilerinnen und Schii-
lern voraus, eben dies ist aber eines der Basisziele des Mathematikunterrichts, insbesonde-
re unter der Perspektive der Ausbildung prozessbezogener Kompetenzen wie Argumentie-
ren und Kommunizieren, die in den Kernlehrplianen von Nordrhein-Westfalen zentral her-
vorgehoben sind.

8.5 MSA-4g und MSA-Gy-4c — ,,Spannweite der Bogenbriicke”:
Schematische Ansatze und strukturelles Erkennen

Zwei Gesichtspunkte konnen an der Aufgabe zur Spannweite einer Bogenbriicke anhand
der Schiilerbearbeitungen aufgezeigt werden: Welche - schematischen oder einsichtsvollen
- Wege werden zur Losung der einfachen quadratischen Gleichung gewdhlt und wie wird
mit Genauigkeitsangaben im mathematischen und im realitdtsorientierten Kontext umge-
gangen? Beide Gesichtspunkte fithren wieder zuriick auf die Grundproblematik, inwieweit
aus den Schiilerbearbeitungen intelligentes und flexibles Wissen erkennbar wird.

Die Aufgabe ist sowohl in der MSA-Priifung wie in der MSA-Gy-Priifung die letzte auf
den Angabenbldttern. Es gibt aber kaum Anhaltspunkte dafiir, dass die Aufgabe aus Griin-
den des Zeitdrucks nicht mehr zu bearbeiten war. Denn die Losungsquoten und die Bear-
beitungsquoten entsprechen verniinftigen Erwartungen und den Quoten bei Aufgaben
vergleichbaren Anspruchs:
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Tabelle 8 — 15. Quoten® (in der Stichprobe der ausgewahlten kompletten Schiilerbearbeitungen®®)
fur Bearbeitung und vollstandige Lésung - MSA-4g und MSA-Gy-4c — ,Spannweite
der Bogenbriicke*

Gymnasium Gesamtschule
bearbeitet 64 83,1% 19 63,3%
vollstandig geldst (Bewertung: 4 Punkte) 28 37,8% 7 23,3%
(Auswahl: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse)

Die Aufgabe lautet wie folgt:

MSA-4g und MSA-Gy-4c¢ — ,,Spannweite der Bogenbriicke*:
Eine Bogenbriicke (vgl. Abbildung unten) hat anndhernd die Form einer Parabel mit
zugehoriger Funktionsgleichung y =—0,007-x* + 1,3-x (X und y in Metern).

< -
< >

c) Bestimme die Spannweite S. Notiere deine Rechnung.

8.5.1 Vorgehen der Schiilerinnen und Schiiler

Die naheliegende Losung ist, die ,Spannweite” als zweite Nullstelle der vorgegebenen
quadratischen Funktion zu modellieren. Es kommt aber auch eine zweite Losungsstrate-
gien vor, namlich die Funktion mittels quadratischer Erganzung in die Scheitelform zu
transformieren, die Koordinaten des Scheitels abzulesen und dann die Spannweite als den
doppelten Abstand des Scheitels vom Ursprung anzugeben. Diese Losung wird zundchst
gezeigt:

> N=77 bei ,,bearbeitet, N=74 bei ,»vollstandig gelost™ (siehe oben). Endnote bei N=77 bekannt.

> In der groBeren Stichprobe ,,Modul 2 sind an vollstindigen Losungen vorhanden: 37,9 % im
Gymnasium und 12,6 % in der Gesamtschule/Erweiterungskurs (Tab. 2-27).

-148 -



Aufgabe ,Spannweite der Bogenbriicke”

:\ :%';é.-otco"-} S +ABX

. 'aod!}wwfs)x :

xf 2130, s =] 3-“

" = -0,0ch (x - A&S '-Mx)
T =-0[00% (¥ AGS X
T +gem 431~ 8611&&5)

_ 6By (- W ¢ 36)_.__

- E sc:'nﬂsi
—_*= ' ou\x 31&51 +ED.E
___-9 sfwl %60 :;e’) __;::'_

PR T __"'-S_ L ST . W 8.

‘A BTN \:o.ha%t die ng
wele M 2L E6m
Q\Eb (o Jt&r ?&mv/

' I:u'

Gymnasium — ,sehr gut*
Die Losungen mit dem Ansatz ,Nullstelle“ folgen nun in verschiedenen Varianten. Die

Losungsstrategie tiber die quadratische Erganzung ist nicht nur mathematisch nicht ange-
messen, sondern auch rechnerisch sehr aufwendig, so dass hier sehr viele Umformungs-
und Umrechnungsfehler gemacht werden, wie etwa hier:

]_LL‘ ~o,OO?J,Z +A3x / 7@/»/-000,] v

@z &D -‘%z &3 45

RE liﬂ;,qgl&s;: + Uy 862242 a
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Gymnasium — ,befriedigend”
In einer Reihe von Schiilerbearbeitungen gibt es Strategien, die keiner der gelaufigen

Methoden folgen oder schlicht in vielen einzelnen Punkten falsch oder gar unsinnig sind.
Solche Losungen werden in der Tabelle als ,andere Strategien“ gesammelt, obwohl natiir-

lich jede einzelne solche Losung ndhere Betrachtung verdiente, beispielsweise Bearbeitun-
gen wie diese:
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Gymnasium — ,ausreichend”

Unklarheit besteht bei einigen Schiilerbearbeitungen (je zwei in Gymnasium und Ge-
samtschule), bei denen die Losung unvermittelt auftaucht. Die Griinde dafiir sind nicht

immer nachzuvollziehen, beispielsweise hier**:

Gesamtschule — ,sehr gut*

Die folgenden Tabellen geben eine Ubersicht iiber das Lésungsverhalten der Schiilerin-
nen und Schiiler an den Gymnasien und an den Gesamtschulen, jeweils in Relation zu den

Endnoten der Schiilerinnen und Schiler.

*% Ein Weg konnte sein: Es wird ,,im Kopf* erkannt, dass man 1,3 : 0,007 rechnen muss. Das ge-
schieht mit dem Taschenrechner. Dann wird eine Probe zur Verifikation gemacht.
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Tabelle 8 — 16. Art der Strategie beim Losen der quadratischen Gleichung -
MSA-Gy-4c — ,Spannweite der Bogenbriicke":

Gymnasium

sehr gut | gut | befriedigend | ausreichend | mangelhaft gesamt
mit p-g-Formel 9 3 8 0 1 21 27,3
mit a-b-c-Formel 0 2 0 1 0 3 3,9
mit Produktzerlegung und dem
Schluss ,Null wenn ein Faktor 2 1 1 0 0 4 5,2
null ist*

mit quadratischer Ergénzung
zur Berechnung von Nullstelle 5 0 3 1 0 9 11,7
oder Scheitel

Scheitel mit ,Ableitung= 0“

bestimmt 0 1 0 0 0 1 1,3
Aquivalenzumformungen,

Lésung x=0 beriicksichtigt 2 1 1 0 0 4 a2
Aquivalenzumformungen,

Lésung x=0 NICHT beachtet 2 1 2 L L K h
andere Strategien, meist

Mischformen, meist falsch 1 1 6 5 1 = ez
Kopie der Aufgabenbearbei- 0 0 0 1 0 1 13
tung fehlt

Aufgabe nicht bearbeitet 0 0 3 8 2 13 16,9
gesamt 21 10 24 17 5 77 100,0%
(Auswahl: je eine ,starke®,

.mittlere®, schwache® Arbeit 27,3%  13,0% 31,2% 22,1% 6,5% 100,0%

pro Klasse)

Gesamtschule / Erweiterungskurs

sehr qut ut befriedi- | ausrei- | mangel- | ungeni- esamt
9 9 gend chend haft gend 9

mit p-q-Formel 4 0 0 0 0 0 4 13,3%
mit Produktzerlegung und dem
Schluss ,Null wenn ein Faktor 1 0 0 0 0 0 1 3,3%
null ist*
Aquivalenzumformungen, o
Lésung x=0 NICHT beachtet 1 1 1 1 1 0 & Hgore
andere Strateglen, meist 1 0 4 0 2 0 7 23.3%
Mischungen, meist falsch
Kopie der Aufgabenbearbei- 0 0 0 1 0 1 2 6.7%
tung fehlt
Aufgabe nicht bearbeitet 0 2 3 3 3 0 11 36,7%
gesamt 7 3 8 5 6 1 30 100,0%
(Auswahl: je eine ,starke”,
,mittlere”, schwache* Arbeit 23,3% 10,0% 26,7% 16,7% 20,0% 3,3% | 100,0%
pro Klasse)

Zur Interpretation dieser Daten sollte man sich die angemessene Losung kurz vorstel-
len: Die Gleichung wird in der Form y = - 0,007-x-(x - 1,3/0,007) angeschrieben. Dann er-
geben sich mit dem Gedanken, dass ein Produkt nur o werden kann, wenn einer Faktoren
verschwindet, die (hier nicht interessierende) Nullstelle o und die brauchbare Nullstelle
1,3/0,007. Eine quadratische Gleichung des vorgegebenen Typus mit einer unmittelbar er-
kennbaren Losung x = o sollte also vom mathematischen Standpunkt aus weder mit der p-
g-Formel, noch mit der a-b-c-Formel, noch mit quadratischer Erganzung und erst recht
nicht mit dem Begriff der Ableitung gelost werden. Dies sind schematische Vorgehenswei-
sen. Uber die Wahl des Verfahrens wird nicht adaptiv nachgedacht. Diese schematischen
Verfahren treten aber in der iberwiegenden Mehrzahl der Fille in unserer Stichprobe auf,
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und zwar gerade vermehrt bei den leistungsstarkeren Schiilern. Diese Schiilerinnen und
Schiiler sind allerdings auch die einzigen, die solche naturgemafs rechnerisch aufwendigen
Losungsverfahren auch konsequent durchhalten kénnen. Die Intention bei der Aufgaben-
stellung und die darauf ausgerichteten Korrekturvorschlage, mit der vorgegebenen einfa-
chen Gleichung auch eine angemessene Losungsmethode auszulosen, laufen also offenbar
bei den Schiilerinnen und Schiilern ins Leere.

Die Botschaft aus diesen Daten ist nicht neu. Die vorliegenden Schiilerbearbeitungen
unterstreichen aber, wie notwendig —auch bei leistungsstarken Schiilerinnen und Schiilern
- die Hinflihrung zu einem verstandnisvollen Anwenden allgemeiner Formeln ist.

8.5.2 Verstehen der realen Bedeutung des Ergebnisses

Ob Schiilerinnen und Schiiler in ihrer Antwort tatsdchlich die reale Bedeutung des Er-
gebnisses im Anwendungskontext erkennen, ist schwer allein aus den schriftlichen Schii-
lerbearbeitungen auszumachen. Es gibt jedoch einen Indikator, der gerade bei dieser Auf-
gabe, deren exaktes Ergebnis ein periodischer Dezimalbruch mit einer Periodenldange von 6
Stellen nach dem Komma ist, greift. Wenigstens im Antwortsatz mit der Angabe der
»Spannweite der Briicke” (und nicht des mathematischen Ergebnisses) sollte eine verkiirzte
Anzahl Dezimalstellen auftreten. Die Tabelle zeigt die Ergebnisse auf diese Frage. Statt
nach Noten der Schiilerinnen und Schiiler wird nun nach den bei der Korrektur vergebe-
nen Punkten differenziert.

Tabelle 8 - 17. Wird eine unterschiedliche Anzahl von Dezimalstellen bei der mathematischen
Lésung und bei der Angabe der Spannweite angegeben? -
MSA-4g und MSA-Gy-4c — ,Spannweite der Bogenbriicke":

Gymnasium:

0 Punkte 1 Punkt 2 Punkte 3 Punkte 4 Punkte gesamt
ja 0 0 0 1 4 5
nein 3 2 1 10 22 38
nicht erkennbar weil:
Aufgabe nicht bearbeitet, kein 20 3 5 1 2 31
Antwortsatz, keine Losung, etc.
gesamt
(Auiwahlz je e|n“e ,,star_ke , oMitt- 23 5 6 12 28 74
lere*, schwache* Arbeit pro
Klasse)
Gesamtschule:

0 Punkte 1 Punkt 2 Punkte 3 Punkte 4 Punkte gesamt
ja 0 1 1 0 0 2
nein 1 1 1 1 7 11
nicht erkennbar weil:
Aufgabe nicht bearbeitet, kein 15 1 1 0 0 17
Antwortsatz, keine Losung, etc.
gesamt
(Aufwahl: je elnf ,,star_ke , »Mitt- 16 3 3 1 7 30
lere”, schwache" Arbeit pro
Klasse)

Bemerkenswert an dieser Gegentiberstellung ist zweierlei. Erstens dndern die Schiilerin-
nen und Schiiler kaum die Darstellung, wenn sie ihr Ergebnis in die Realitat transportieren
(yinterpretieren“ im Sinne des Modellierungskreislaufs). Im Mathematikunterricht scheint
dies offenbar wenig geschult zu werden. Das wird - zweitens - indirekt bestatigt, denn die
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Lehrerinnen und Lehrer bewerten die unverinderte Ubernahme des mathematischen Er-
gebnisses in die Antwort keineswegs negativ.

8.6 MSA-Gy-4c — , Korbwurf”:
Prozesse des Argumentierens und Kommunizierens

Die Aufgabe ,Korbwurf‘ kommt nur in der gymnasialen Priifung vor. Nach dem fiir das
Land reprasentativen Datensatz ,Modul 2“ ist dies die schwierigste Aufgabe der ZP-10 am
Gymnasium mit 5,7 % vollstandigen Losungen (Tab. 2-27). Tab. 8-18 zeigt, dass unter den
ausgewahlten kompletten Schiilerlésungen 10,8 % vollstandig geloste Aufgaben vorliegen,
so dass eine hinreichende Variationsbreite in den Ansdtzen beobachtet werden kann.

Der Aufgabe wurde in Kap. 4.2 das Aufgabenmerkmal ,konzeptuelles Durchdringen
komplexer Situationen“ zugewiesen. Sie nimmt also eine wichtige Funktion im Gefiige der
ZP-10 fiir das Gymnasium ein, denn mit ihr werden hochwertige mathematische Tatigkei-
ten und zentrale prozessbezogene Kompetenzen erfasst. Inwieweit dies mit diesem Aufga-
bentypus gelingt ist ein weit tiber die ZP-10 hinausreichendes Problem. Daher wird diese
Aufgabe ausfiihrlicher als die anderen besprochen. Es geht dabei darum, wie die Schiilerin-
nen und Schiiler mit dieser Aufgabe, die offenbar ein spezielles Format - Beschreibungs-
aufgabe, Explikationsaufgabe — hat und auf spezifische prozessbezogene Kompetenzen -
Argumentieren und Kommunizieren - abzielt, umgehen und wie sich die Lehrerinnen und
Lehrer bei den Korrekturen verhalten. Der Vergleich mit Aufgaben verwandter Charakte-
ristik kann helfen, zu einem Gesamtbild zu kommen.

MSA-Gy-3c - ,,Korbwurf*

Um die Technik der Spieler weiter zu verbessern,
werden die Wiirfe mit Hilfe eines Videogerétes
aufgezeichnet. Hier siehst du eine sogenannte
Stroboskopaufnahme, bei welcher der Ball an
verschiedenen Positionen in der Luft gezeigt
wird.

Flugbahnen von Billen kdnnen néherungsweise "
durch quadratische Funktionen beschrieben werden. |
Aus dem Bild kann bestimmt werden, ob der Ball
in den Korb treffen kann oder nicht.

Beschreibe — ohne zu rechnen — ein mdgliches Vorgehen, mit dem das untersucht
werden kann. Nenne auch die dazu notwendigen mathematischen Methoden.

8.6.1 Zu den prozessbezogenen Kompetenzen fiir diese Aufgabe:
Argumentieren/Kommunizieren

Der sog. Kompetenzmatrix in den Vorgaben des Ministeriums fiir Schule und Weiter-
bildung des Landes Nordrhein-Westfalen folgend kann man die Aufgabe zweifach inner-
halb der prozessbezogenen Kompetenz Argumentieren/Kommunizieren verorten. Es sind
laut den Vorgaben die , Erlauterung mathematischer Zusammenhdange mit eigenen Worten
und geeigneten Fachbegriffen beim Umgang mit linearen oder quadratischen Gleichungen®
angesprochen und die Fahigkeit zum Verstehen ,von grafischen Darstellungen funktionaler
Zusammenhange®. Die prozessbezogenen Kompetenzen des Argumentierens und Kommu-
nizierens stehen also bei der Intention dieser Aufgabe im Vordergrund. In den Lehrpldnen
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des Landes Nordrhein-Westfalen werden die prozessbezogenen Kompetenzen Argumen-
tieren und Kommunizieren auf der oberen Ebene nicht weiter unterschieden. Fiir die Ana-
lyse dieser Aufgabe lohnt jedoch eine genauere Bestimmung beider Begriffe.

In der Tradition mathematikdidaktischer Forschung wird Argumentieren i.w. ,verstan-
den als eine didaktische Kategorie fiir das Erfassen von Beweisen und beweisihnlichen Ak-
tivitaten, [als] schulspezifische Vorform des Beweisens und/oder [als] ,moderne’ Sicht auf
das Beweisverstandnis in der Mathematik“ (Krummbheuer, 2003, S. 257). Man kann aber
auch, ,weit grundsatzlicher”, wie Krummbheuer sagt (2003, S. 257), und viel allgemeiner,
dem Argumentieren die Funktion zuschreiben, dass durch ,die Partizipation der Schiiler an
Jkollektiven Argumentationen’ [...] Mathematiklernen in der Unterrichtsinteraktion tiber-
haupt erst ermoglicht [wird]. Argumentieren ist hier dann eine Bedingung des Lernens
(,argumentatives Lernen‘) und nicht ein curricular als erstrebenswert angesehenes Ziel
(,Argumentieren Lernen‘)“ (Krummbheuer, 2003, S. 257). Die kommunikativen Aspekte des
Argumentierens werden damit durchaus als konstitutiv begriffen, wenngleich allein die
Kommunikation das Argumentieren als solches eben gerade nicht aufhebt (Sfard, 2003).

In den Kompetenzerwartungen der Kernlehrpldne von Nordrhein-Westfalen am Ende
der Jahrgangsstufe 10 tritt Argumentieren als Kompetenz bemerkenswerterweise nicht se-
parat auf. Es ist immer von der Koppelung ,Argumentieren/Kommunizieren“ als einer
zentralen prozessbezogene Kompetenz die Rede. Es finden zwar Differenzierungen in Teil-
kompetenzen statt, namlich in Lesen, Verbalisieren, Kommunizieren, Prasentieren, Ver-
netzen und Begriinden. Das Begriinden, als dem ,klassischen“ Argumentieren nachstste-
hend, bleibt aber recht blass: ,Schiilerinnen und Schiiler nutzen mathematisches Wissen
und mathematische Symbole fiir Begriindungen und Argumentationsketten®. Der Begriff
,Beweis“ kommt im Gymnasiallehrplan nicht explizit vor. Auch die Erlauterungen zu den
Bildungsstandards von Blum & al. (2006) sehen die haufig auftretende ,Schwierigkeit,
Kommunizieren und Argumentieren voneinander abzugrenzen“ (Blum & al., 2006, S. 48).
Dort ist der traditionelle Begriff der mathematischen Argumentation - allerdings auch in
eher abgeschwachten Formulierungen - in einer vom Kommunizieren separierten Kompe-
tenz untergebracht.

Konsequenterweise enthdlt daher die ZP-10 fiir das Gymnasium keine ausdriicklichen
Beweisaufgaben (vgl. auch Kap. 3.2.8.2), auch keine Aufgaben, die Argumentieren im ein-
gangs erwahnten traditionellen Sinn erfordern. An deren Stelle treten Explikationsaufga-
ben wie die ,Korbwurf“-Aufgabe. In ihnen dominiert die Anweisung: ,,Beschreibe ohne zu
rechnen“ oder ,Erklare“. Wir werden in diesem Abschnitt daher auch noch die Aufgabe
MSA-4d2 bzw. MSA-Gy-4a2 heranziehen, in der ebenfalls eine Beschreibungs- und Be-
griindungsleistung gefordert wird, namlich zu erklaren, warum bestimmte Funktionsglei-
chungen nicht in Frage kommen, um die Parabelform des Tragseils einer vorgegebenen
Hangebriicke zu beschreiben, sowie die Aufgabe MSA-2c bzw. MSA-Gy-2b, die zur Be-
stimmung der bewdsserten Flache eines rechteckigen Feldes ebenfalls die Anweisung ,Be-
schreibe ohne zu rechnen” gibt.

Fiir solche Aufgaben, die auf ,Argumentieren/Kommunizieren“ zielen, ergeben sich
zwei grundsadtzliche Problematiken.

Die eine liegt auf sehr allgemeiner Ebene: Vom curricular-normativen Standpunkt aus
ist es bedenkenswert, wenn die — von den Lernprozessen her (siehe oben: Krummbheuer,
2003) ebenso wie von den spezifischen Charakteristika des Faches Mathematik her (vgl.
Kap.5 des BLK-Gutachtens (BLK, 1997), das zur Grundlegung des SINUS-Projekts erstellt
wurde) - zentrale Kompetenz des Begriindens und Beweisens so eng verbunden mit seiner
kommunikativen Funktionalitdt gesehen wird. Diese Bedenken betreffen sowohl die Kern-
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lehrplane in Nordrhein-Westfalen (und vielen anderen Bundeslandern), wie auch die bun-
deseinheitlichen Bildungsstandards. Die Tendenz, es bei diesen curricular-normativen
Vorgaben in der Praxis der zentralen Priifungen allein bei den kommunikativen Aktivitaten
zu belassen, ist gerade in der Aufgabenverteilung der ZP-10 durchaus zu erkennen. Das
wird zwangslaufig Riickwirkungen auf die Gestaltung des Mathematikunterrichts haben.

Auf der spezielleren Ebene der Aufgabenanalyse sowie der Analysen von Schiilerbear-
beitungen und Lehrer-Korrekturen, die wir hier einnehmen, tritt ein weiterer Effekt dazu:
Inwieweit ist den Schiilerinnen und Schiilern bei Aufgaben, die sich den prozessbezogenen
Kompetenzen des Argumentierens und Kommunizierens widmen sollen, einsehbar, ob und
ggf. welche Art von Begriindung von ihnen verlangt wird? Wo finden sich fiir die Lehrerin-
nen und Lehrer genug aussagekraftige Orientierungsmarken, von denen aus die Addquat-
heit einer Argumentation eingeschitzt werden kann? Diese spezifische Problematik wer-
den wir an ausgewdhlten Schiilerbearbeitungen und am Korrekturverhalten der Lehrerin-
nen und Lehrer deutlich aufzeigen konnen.

8.6.2 Schiilerlésungen zur ,,Korbwurf“-Aufgabe

Die ,Korbwurf‘-Aufgabe wurde von den Schiilerinnen und Schiilern, von denen uns
komplette Losungen vorliegen, von den Lehrerinnen und Lehrern so bewertet” :

Tabelle 8 — 18. Punkteverteilung (Gymnasium) - MSA-Gy-3c — ,Korbwurf*:

0 Punkte | 1 Punkt | 2 Punkte | 3 Punkte | 4 Punkte | 5 Punkte gesamt
Haufigkeit absolut 15 14 19 11 7 8 74
Haufigkeit in % 20,3 18,9 25,7 14,9 9,5 10,8 100,0

(Auswahl: je eine ,starke, ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse)

Von den 15 Schiilerinnen und Schiilern mit o Punkten haben 5 die Aufgabe gar nicht be-
arbeitet. Die erste Auffalligkeit besteht bereits darin, dass die Punkte extrem gleichmaflig
tiber das ganze Punkte-Spektrum verteilt sind. Dies deutet auf eine gewisse Unsicherheit
im Bewerten sowohl ganz richtiger wie ganz falscher Losungen. Und diese Unsicherheit ist
durchaus berechtigt. Dafiir gibt es zwei Griinde, die Vielfalt der Strategien der Schiilerin-
nen und Schiiler und die hinsichtlich der prozessbezogene Kompetenzen unklaren Korrek-
turanweisungen. Die Vielfaltigkeit der Schiilerbearbeitungen zeigen wir zundchst auf, dem
Korrekturverhalten ist der folgende Abschnitt gewidmet.

Die Losungen der Schiilerinnen und Schiiler reichen von ausfiihrlichen Beschreibungen
bis zu kurzen Andeutungen, die nicht viel mehr sind als eine Wiederholung der Aufgaben-
stellung. Wir beginnen mit einer ausfiihrlichen, im Ton gewissermafien ,journalistisch®
gehaltenen Beschreibung:

> Hier: 100% = 74, da drei Bewertungsprotokolle fehlen; s.o..
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Gymnasium — ,sehr gut”
Diese Losung wird von den beiden Korrektoren tibereinstimmend mit der vollen Punkt-
zahl bewertet. Dennoch ist keinerlei wirklich explizit rechnerisch durchfithrbare Methode
angegeben: Es ist nicht beschrieben, dass und wie man die Koeffizienten d, e und f berech-
nen soll, dass ein Gleichungssystem mit den drei Unbekannten d, e und f entsteht, dass
man iberlegen muss, ob dieses tiberhaupt losbar ist. Die im Aufgabentext geforderte
,Nennung der notwendigen mathematischen Methoden“ wird durch Anschreiben der
Scheitelform der quadratischen Funktion eingel6st. Ansonsten bleibt es bei unspezifischen
Hinweisen. Es ware allerdings auch eine andere Interpretation dieser speziellen Schiilerlo-
sung moglich: Mit dem im ersten Satz beschriebenen Verfahren der Spiegelung am Scheitel
wird versucht, tatsdchlich eine “mathematische Methode“ zu erfinden. Durch systemati-
sche Spiegelungen von solchen Punkten, die man relativ genau, d.h. im Rahmen der durch
die Ballgrofde ohnehin bestehenden Ungenauigkeiten, bestimmen kann, findet man immer
mehr Punkte der Flugbahn, so dass man recht verlasslich die Parabel zeichnerisch rekon-
struieren konnte. Es ist beides unklar, ob bei der Schiilerl6sung tiberhaupt so gedacht wur-
de - und dann tatsachlich einer systematischen, nicht-rechnerischen, jedoch ,mathemati-
schen® Methode gefolgt wird, und ob die korrigierenden Lehrerinnen und Lehrer tatsach-
lich diese Methode bepunkteten. Im Korrekturprotokoll ist jedenfalls verzeichnet, dass ,ein
anderer Weg"“ beschritten worden sei.

Die ndchste Losung ist ganz allgemein formuliert und von ,mathematischen Methoden“
ist allenfalls verdeckt zu erkennen, dass man ein Koordinatensystem benétigt, denn sonst
konnte nicht von (o|o) gesprochen werden. Offenbar werden bereits dies und der (hier
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belanglose) Hinweis auf die nach unten geoffnete Parabel als Elemente der Beschreibung
anerkannt, denn unter der Rubrik ,wdhlt einen anderen Losungsweg“ werden 2 Punkte
vergeben.
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Gymnasium — ,befriedigend”
Es gibt auch offensichtlich unzureichende Beschreibungen, die dann auch eine Bewer-
tung mit o Punkten nach sich ziehen:
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Gymnasium — ,befriedigend”
Dariiber hinaus gibt es physikalische>® Fehlvorstellungen iiber den gesamten Vorgang,
etwa diese:
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Gymnasium — ,mangelhaft"
Dennoch wird fiir diese Losung — unter der Rubrik: ,Wahlt einen anderen Losungsweg“ -
von beiden Korrektoren 1 Punkt vergeben, offenbar fiir das Anschreiben der Scheitelform
der Parabel oder fiir die Erwahnung des Wortes ,Scheitel“. Rechts unten in der Kopie ste-
hen die Korrektur-Kommentare: Es ist offensichtlich, dass bei der Korrektur versucht wur-
de, den Bepunktungskriterien (siehe unten) moglichst prazise zu folgen, obwohl keiner der
dort beispielhaft gegebenen Losungswege eingehalten ist.

Wenn man die Strategien der Schiilerinnen und Schiiler zu klassifizieren versucht, fin-
det man auflerordentlich viele unterschiedliche Zugangsweisen. Es ist hier nicht der Ort,
diesen im Einzelnen nachzugehen, obwohl dies unter der Perspektive, Denkprozesse von

*¥ Dies ist abermals ein Verweis darauf, dass Wissen iiber die Sache selbst unabdingbar fiir Model-
lierungsaufgaben ist, und nicht ohne weiteres vorausgesetzt werden kann; vgl. Kap. 5.2, nun mit
physikalischem Sachwissen anstelle von sozial-politischem System-Wissen.
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Schiilerinnen und Schiilern zu erforschen, lohnenswert ware. Hervorzuheben sind hier
exemplarisch aber einige auffallige Haufungen:

—  Immerhin wird von knapp einem Drittel der Schiilerinnen und Schiiler (23; 29,9 %)
eine Parabel freihdandig durch die Ballpositionen skizziert, mit oder ohne weitere Ver-
wendung in der Beschreibung.

— 6 (7,8 %) Schiilerinnen und Schiiler dufdern die (gegeniiber der oben gezeigten weite-
re) Fehlvorstellung, dass die Position des dritten (,héchsten“) Balles den Scheitel der
Flugbahn markiert.

—  Insgesamt wird von 21 Schiilerinnen und Schiilern (27,2 %), erfolgreich oder nicht, die
Berechnung mittels des Scheitels in Betracht gezogen.

Betrachtet man diese Vielzahl an Strategien und Herangehensweisen (weitere Losungen
folgen unten), dann erkennt man zundchst die Unklarheiten in den Anweisungen im Auf-
gabentext:

— Hinter ,Beschreibe ein mdgliches Vorgehen wird von den Schiilerinnen und Schiilern
nicht notwendig die Frage nach einem ,Argument gesehen;

— ,Nenne mathematische Methoden“ kann auch verstanden werden als Aufforderung,
Fachbegriffe zu erwdhnen;

— esist vielen Schiilerinnen und Schiiler offenbar unklar, wie detailliert die Beschreibung
sein soll.

Man kann diese Unklarheiten auch so deuten: Den Schiilerinnen und Schiilern ist nicht
vertraut, wie sie mit Aufgaben zu den von ihnen per Kernlehrplan erwarteten prozessbezo-
genen Kompetenzen des Argumentierens / Kommunizierens umgehen sollen. Sie konnen
keinen Unterschied erkennen, wann ein ,Argument®, d.h. die begriindete(!) Beschreibung
des Vorgehens gefordert ist, wann nur eine Mitteilung, wie man vorgehen kann. Den Schii-
lerinnen und Schiilern selbst ist das nicht anzulasten. Sie verhalten sich konform im Kon-
text der Kernlehrplane, die hier auch nicht differenzieren.

Im tberndchsten Abschnitt wird man erkennen, dass praziser formulierte Beschrei-
bungsaufgaben durchaus zu anderem Losungsverhalten der Schiilerinnen und Schiiler fiih-
ren konnen.

8.6.3 Prozessbezogene Kompetenzen in den Auswertungsanleitungen

Allein die bereits genannten sehr vielfdltigen Zugangsweisen und Gedanken der Schiile-
rinnen und Schiiler zeigen, dass die korrigierenden Lehrerinnen und Lehrer vor grofden
Herausforderungen stehen. Sie werden also auf die Hinweise zur Korrektur angewiesen
sein. Es muss ihnen mitgeteilt werden, wie der subtile Unterschied zwischen einem nur
mitteilenden und einem argumentativen Beschreiben korrekturmaflig zu behandeln ist. Es
steht schon nach der obigen exemplarischen Betrachtung einiger Schiilerlésungen fest,
dass die Auswertungsanleitungen sich dabei nicht ausschliefllich auf Beispiele beschranken
konnen, denn dazu sind die Losungsvarianten der Schiilerinnen und Schiiler zu vielfdltig.
Man sollte ,Prinzipien“ erwarten, wie die prozessbezogene Kompetenzen Argumentieren
und/oder Kommunizieren differenziert in den Bewertungen abzubilden sind.

Die Korrekturhinweise — wie immer aufgeteilt in sog. ,Kriterien“ in der linken Spalte
und beispielhafte Losungsskizzen in der rechten Spalte - lauten fiir diese Aufgabe wie folgt
(siehe auch Anhang):
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Abbildung 8 — 19.

ausfuhrliche Version

Auswertungsanleitungen zur Aufgabe MSA-Gy-4c — ,Korbwurf*

der Priifling gibt an,
dass

ein Koordinatensys-
tem notwendig ist

die Koordinaten ab-
gelesen werden miis-
sen

z. B.: ,,Im ersten Schritt wird ein Koordinatensystem in das Bild ge-
legt. Mit dessen Hilfe kann man die Koordinaten der Ballpositionen
bestimmen. Eine Parabel wird durch drei Punkte eindeutig bestimmt.
Die Flugbahn wird durch y = ax* + bx + ¢ beschrieben. Durch Ein-
setzen der Koordinaten der drei Punkte (Ballpositionen) erhdlt man
ein Gleichungssystem mit drei Unbekannten. Dieses ist eindeutig zu
16sen, man erhdlt Werte fiir @, b und ¢. Es muss dann noch gepriift
werden, ob die Koordinaten des Korbes die Parabelgleichung erfiil-

len.*
eine quadratische 1
Gleichung bestimmt
werden muss Es werden auch alternative Losungen akzeptiert, wie z. B.: ,,Vorab
legt man ein Koordinatensystem in das Bild. Man kann dann die Lage
des Scheitelpunktes schéitzen und dann mit Hilfe eines weiteren 1
Punktes eine Parabelgleichung bestimmen. Durch Einsetzen wird
gepriift, ob die anderen gegebenen Punkte auch auf der Parabel lie-
gen. Es muss dann noch gepriift werden, ob die Koordinaten des
die Korbkoordinaten | Korbes die Parabelgleichung erfiillen.*

in Beziehung zur 1
Flugbahn gesetzt
werden miissen

die Gleichung mit
Hilfe der Koordina-
ten bestimmt wird

wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist 5

Kurzversion, in die die Punkte der Korrektoren eingetragen werden mussen:

Vorschlag | Erstkorrektor | Zweitkorrektor
. ein Koordinatensystem notwendig ist ... 1
... die Koordinaten abgelesen ... 1
... quadratische Gleichung bestimmt ... 1
... die Gleichung ... bestimmt wird ... 1
. in Beziehung zur Flugbahn ... 1
wéhlt einen anderen Losungsweg, ... (5)

Die Korrektoren halten sich etwa zur Halfte an die Vergabe der Punkte laut den fiinf
vorgegebenen Kriterien, zur anderen Halfte werden die Punkte zusammengefasst in die
Zeile ,wahlt einen anderen Losungsweg ...“ eingetragen.

Auf den ersten Blick scheint in der Auswertungsanleitung zur ,Korbwurf‘-Aufgabe die
Beschreibung zweier Beispiele zu dominieren. In der linken Spalte findet man aber auch
allgemeine Kriterien. Welche Wertigkeit haben diese, wenn man als Orientierung die in
der Aufgabe angestrebten prozessbezogenen Kompetenzen nimmt? Sind es einzelne Kom-
petenzen, die notwendig sind, die Aufgabe zu 16sen, oder sind es Schritte innerhalb eines
allenfalls zu variierenden, aber in seiner Grundstruktur nicht zu verlassenden rechneri-
schen(!) Losungswegs? Die Antwort hdangt von der kompetenzorientierten Sicht auf die
Aufgabe ab:

(a) Betont man die Kompetenz des Kommunizierens, dann geniigt es nach dem Text der
Aufgabe, dass ,ein mogliches Vorgehen® beschrieben wird. Die angegebenen Kriterien sind
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darauf durchaus anwendbar, sie stellen aber eben nichts anderes dar als Schritte eines Lo-
sungsweges. Von den Schiilerinnen und Schiilern wird mit diesen Anleitungen (riickwir-
kend) genau ein solches Nachvollziehen einer rechnerischen Losung verlangt. Es entsteht
aber ein neues Problem: Wie sehr soll sich die Beschreibung der Schiilerinnen und Schiiler
auf die prozedurale Ebene einlassen: Sollen die Begriffe (geniigen schon die ,Worte“?) Un-
bekannte, Gleichung, Gleichungssystem, Losung, Koordinaten, etc. wirklich ausdriicklich
fallen, soll gar explizit ein Gleichungssystem angeschrieben (freilich nicht gel6st) werden,
soll wenigstens eine Funktionsgleichung fiir die Parabel angeschrieben werden? Die Aus-
wertungsanweisungen bleiben hier unbestimmt. Zudem beziehen sich die Kriterien auf
eine bestimmte Kategorie von Losungen des Problems, ndamlich ausschlie8lich auf das
rechnerische Vorgehen. Zeichnerische Methoden (wie oben bei der ,journalistischen“ Lo-
sung angedeutet) oder (denkbare, jedoch realistischerweise nicht zu erwartende) Losungen
mit Technologieunterstiitzung (etwa Scans mit Funktionenerkennungssoftware) kénnen
auf diese Weise nicht beurteilt werden. - Die unten folgenden drei Losungen aus einer
Klasse mit ein und demselben Korrektoren-Team zeigen die hier genannten Unbe-
stimmtheiten direkt auf.

(b) Betont man hingegen die Kompetenz des Argumentierens, scheint man mit den ange-
gebenen Kriterien grundsatzlich nicht auszukommen. Dann stehen ndamlich andere Fragen
bei dieser Aufgabe zur Debatte (selbst bei Beibehaltung des vorliegenden Aufgabentextes):
Die Flugbahn kann nur deshalb beschrieben werden, weil drei Positionen des Balls mit
dem Stroboskop festgehalten sind und dies fiir eine Parabelbestimmung gentigt. Wird des-
halb von den Schiilerinnen und Schiilern ein Hinweis erwartet, dass drei Punkte eine Para-
bel bestimmen? Wird erwartet, dass sie — in der Altersstufe angemessener Form - mathe-
matisch begriinden, dass das sich ergebende Gleichungssystem aus drei Gleichungen 16sbar
ist? Die Auswertungsanweisungen erwdhnen diesen Kern der Begriindung zwar in der Dar-
stellung der Beispiele, aber nicht in den Kriterien. Soll - weiter — von den Schiilerinnen und
Schiilern eine Begriindung gegeben werden, dass erst ein Koordinatensystem rechnerisches
Vorgehen tiberhaupt erlaubt? Einige Kriterien scheinen in diese Richtung zu deuten, aber
ausdriicklich auf Begriindungen dafiir zu achten, ist den Korrektoren nicht aufgegeben; sie
halten sich auch nicht daran, wie schon die obigen Beispiele zeigten.

8.6.4 Exemplarisches zu den Korrekturen der Lehrerinnen und Lehrer

Drei Schiilerbearbeitungen aus ein und derselben Klasse zeigen auf, wie schwer sich ein
Korrektoren-Team mit einer gleichmafdigen Bewertung tun kann.

Die erste Schiilerlosung zielt weniger auf die Beschreibung einer mathematischen Me-
thode ab, denn auf die Nennung eines passenden Modells (,anndhernd eine Parabel”) und
den Hinweis, dass bei Modellen naturgemafd mit ,Abweichungen zu rechnen sei. An der
Stelle des Strichs am rechten Rand notiert die Lehrkraft: ,Wie genau?“. Beide Korrektoren
geben tibereinstimmend o Punkte. (Wegen der schlechten Lesbarkeit folgt der Schiilertext
auch ausgeschrieben.)
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Die Flugbahn kann mit Hilfe einer Parabel anndhernd beschrieben werden. Man kann ausrechnen, wie hoch
und wie weit der Ball fliegen wird. Natirlich kann es Abweichungen geben, durch Umwelteinfliisse auf die der
Mensch keinen Einfluss hat, wie z.B. starker Wind, Regen, etc.

Gymnasium — ,ausreichend”

Auf die zweite Losung aus dieser Klasse werden von den Korrektoren einhellig 3 Punkte
der max. 5 moglichen vergeben, und zwar fiir die Kriterien ,Koordinatensystem notwen-
dig, ,quadratische Gleichung bestimmen® und ,in Beziehung zur Flugbahn setzen®. (Links
stehen die Kommentare bei der Korrektur.)
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Gymnasium — ,sehr gut*
Diese Losung ist nun gegentiber der vorherigen ziemlich detailliert. Der Priifling verwech-
selt zwar, wie auch moniert wird, ,Achsen“ mit bestimmten Strecken, aber es ist dennoch
klar, dass er eine waagrechte (moglicherweise auf der Hohe der Hande(?) des Spielers be-
findliche) x-Achse und eine durch die Position des Korbes verlaufende y-Achse meint. Es
bleibt unausgesprochen, wird aber bepunktet, dass diese ein Koordinatensystem bilden.
Der letzte Satz sagt genau, wie man rechnerisch priifen soll, ob der Korb getroffen wird: Es
ist bei der gewahlten y-Achse tatsdchlich der ,Achsenabschnitt“ (ungewohnlicher Ausdruck
bei Parabeln, aber hier sinngemaf$ von Geraden iibernommen: Wert bei x=0) und nicht die
Nullstelle, die der Korrektor anmahnt. Was also fehlt? Offenbar nur die explizite Beschrei-
bung des Gleichungssystems bzw. ein geeigneter Ansatz fiir die Funktionsgleichung der
Parabel. Die Tatsache, dass es um die Bestimmung der Funktionsgleichung geht, ist aber
aus dem Text klar, es wird sogar die Prozedur des Einsetzens erwdhnt. Begriindungen al-
lerdings, dass die Methode zum Ziel fithren ,muss®, findet man nicht.

Die dritte Losung aus dieser Klasse ist ganz kurz, und verbleibt vollstindig im Vagen.
Dennoch wird hierfiir 1 Punkt vergeben. Das von den Korrektoren als giiltig angekreuzte
Kriterium ist ,,.... in Beziehung zur Flugbahn“, womit man offenbart honoriert, dass Fachbe-
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griffe fiir parabelférmige Kurven genannt werden und das Urteil ,verfehlt knapp den Korb“
gefallt wird.
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Gymnasium — ,befriedigend”
Es gibt zwei durchgehende Maximen, an die sich die Korrektoren in dieser Klasse hal-

ten, und sie sind darin gut vergleichbar zu den anderen Korrektoren: Sie verstehen die Auf-
gabe eindeutig als Aufgabe zur prozessbezogenen Kompetenz des Kommunizierens und sie
versuchen stets, moglichst prazise den vorgegebenen Kriterien zu folgen. Daher gibt es
Punktabziige immer dann, wenn nicht explizit genug das zugehorige Gleichungssystem
angegeben wird und die tatsichlich durchzufithrenden rechnerischen Schritte nicht detail-
liert genug beschrieben werden. Ob Elemente der Kriterien in sprachlicher Form kommen,
wird i.a. nicht vollstandig anerkannt, wie man etwa im Vergleich mit der im vorherigen
Abschnitt gegebenen Losung mit voller Punktzahl sehen kann. Dort ist ebenso wenig wie
hier eine Methode fiir die Berechnung angegeben, aber allein die Nennung der Funktions-
gleichung in algebraischer Form scheint zu gentigen.

Andererseits finden sich gewisse Korrektoren-Teams auch mit beschreibendem Vorge-
hen ab. So werden auf die folgende Losung 4 Punkte vergeben. Der Erstkorrektor verwei-
gert lediglich das Kriterium ,Gleichung wird bestimmt, der Zweitkorrektor gibt summa-
risch 4 Punkte, ist aber der Meinung, es werde ,ein anderen Losungsweg” gewdhlt. Die L6-
sung selbst ist ausschliefdlich verbal-beschreibend und geht auf mathematische Methoden
nicht ein.
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Gymnasium — ,ausreichend”

Begriindungen im engeren Sinne scheinen die Lehrerinnen und Lehrer nicht zu erwar-
ten. Aber in der folgenden Schiilerbearbeitung (und auch in einer weiteren vergleichbaren)
werden sie dennoch gegeben. Die Begriindungen erfolgen allerdings auf prozeduraler Ebe-
ne (mit marginalen Schwachen). Sie sind vollstandig, indem nicht auf fertiges Wissen zu-
riickgegriffen, sondern der Satz, durch drei Punkte werde eine Parabel eindeutig bestimmt,
gewissermafien bewiesen wird. Insofern sieht man in dieser Schiilerlosung Argumentieren
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auf dem Niveau einer Reflexion iiber einen nicht nur moglichen, sondern auch wirklich
durchfiihrbaren rechnerischen Losungsweg. Es wurde die volle Punktzahl vergeben, und
zwar in Bezug zu allen fiinf vergebenen Kriterien.
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Gymnasium — ,sehr gut*
Es bleibt offen, ob den Aufgabenstellern wirklich eine Losung dieses Grades an Detail-

liertheit als Ideal vorschwebte. Unter den Schiilerlésungen finden wir eine weitere derartig
detaillierte Losung, in der das in den Auswertungsanleitungen beschriebene zweite Verfah-
rensbeispiel ausgearbeitet wird. Die Auswertungsanleitungen selbst sind allerdings weit
weniger ausgearbeitet.

Es ist diese schwer einzuhaltende Balance zwischen einer rein verbalen Beschreibung
und einem detaillierten Aufzeigen der einzelnen Rechenschritte, die diese Aufgabe unklar
in den Augen der Schiilerinnen und Schiiler und schwer zu bewerten im Korrekturverhal-
ten der Lehrerinnen und Lehrer macht. Es liegt dabei an beidem, der Formulierung des
Aufgabentextes und der Kompliziertheit der mathematischen Situation, die beschrieben
werden soll. Deshalb ist ein kurzer Vergleich mit anderen derartigen Explikationsaufgaben
sinnvoll. Auf alle diese Aufgaben wirkt namlich auch der ,argumentative Habitus“ in der
Klasse ein, also inwieweit in einer Klasse tiber das Kommunizieren hinaus ein argumentie-
rendes Verhalten gepflegt und von den Lehrerinnen und Lehrern anerkannt wird (vgl.
Krummheuer, 2003; siehe oben).

8.6.5 Schiilerlésungen bei anderen Explikationsaufgaben

Zwei andere Aufgaben sind dem Typus der Explikationsaufgabe zuzuordnen und spre-
chen damit die prozessbezogene Kompetenz des Argumentierens/Kommunizierens an.
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Beide Aufgaben sind sowohl im MSA-Gy-Test wie im MSA-Test gestellt. Wir betrachten
aber hier - in Relation zur ,,Korbwurf“-Aufgabe - nur die Losungen der Gymnasiasten. Die
erste Aufgabe ist:

MSA-Gy-4a - ,,Stahlseil der Hangebrucke*
Der Verlauf des Stahlseils zwischen den Briickenpfeilern kann anndhernd durch eine
Parabel beschrieben werden.
v F 3
MaBe in m
20 P, (200/30)
R(0)5)
T i i T >
-300 -100 0 100 200 300 ¥
a) Eine der folgenden Funktionsgleichungen gehort zu der Parabel, die den
Verlauf des Stahlseils beschreibt.
A B C
v=-0.,001875x*+5 v= 0,001875x"+5 v=0001875x*=5
al) Notiere den zugehorigen Losungsbuchstaben in deinen Unterlagen.
a2) Erklare, warum die beiden anderen Funktionsgleichungen die Parabel
nicht beschreiben.

Die verlangte Explikation in MSA-Gy-4a2 wird hier mit der Anweisung ,Erklare!“ ausge-
driickt. Fir die Schiilerinnen und Schiiler scheint das im Kontext der gesamten Teilaufgabe
MSA-Gy-4a leicht verstandlich, denn nur 12,5% der Schiilerinnen und Schiiler erzielen nur
o oder 1 Punkt in der Bewertung, die anderen 87,5 % erhalten die volle Punktzahl*. Dies ist
ein aufderordentlich deutlicher Unterschied zur , Korbwurf‘-Aufgabe mit einer Losungshau-
figkeit von unter 10%. In der iberwiegenden Zahl assoziieren die Schiilerinnen und Schiiler
zur Anweisung ,Erkldre“ auch, dass irgendeine Art von Begriindung hinzugefiigt werden
soll. Fiir diese gibt es aber zwei Moglichkeiten: Man kann ohne weiteren Kommentar Fak-
tenwissen Uber die Formen von Parabeln abrufen, man kann aber auch auf die Grinde ab-
heben, weshalb bestimmte Grofien der Parameter bestimmte Formen nach sich ziehen. Die
folgende Schiilerlosung hélt sich bei der Funktionsgleichung A an die erste Variante, bei
der Funktionsgleichung C an die zweite:

"
0T 18

Gymnasium — ,sehr gut*
Noch argumentativer ist diese Schiilerlésung:

*? Losungsquote im ,,Modul 2“-Datensatz 77,1 % (Gymnasium).
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Gymnasium — ,befriedigend”

Insgesamt erkennt man in den Schiilerbearbeitungen weitaus mehr argumentierende
Ansatze, als etwa in der ,Korbwurf“-Aufgabe, wie die Tabelle zeigt.

Tabelle 8- 20.

MSA-Gy-4a2 — ,Stahlseil der Hangebriicke":

Arten der Erklarungen fiir die Funktionsgleichungen -

Erklarungen Antwort nur ‘_Antwort mit__ fehlerhafte oder
mit Faktenabruf Begrindungsansatzen fehlende Antworten
zur Funktionsgleichung A 21 40 16
in % 27,3 51,9 20,8
zur Funktionsgleichung B 28 31 18
in % 36,4 40,3 23,4

(Auswahl: je eine ,starke, ,mittlere”, schwache" Arbeit pro Klasse)

Die zweite Aufgabe mit Explikationscharakter ist MSA-Gy-2b, in der die Berechnung der
Grof3e der bewdsserten Flache in einem rechteckigen Getreidefeld beschrieben werden soll.
Die Anweisung lautet dhnlich wie bei der ,Korbwurf‘-Aufgabe ,Beschreibe einen mogli-
chen Losungsweg, ohne zu rechnen!®. Auch diese Aufgabe fdllt den Schiilerinnen und
Schiilern leicht mit ca. 2/3 Losungshdufigkeit (Tab. 2-27).

MSA-Gy-2b - ,,Bewasserte Flache**
Aus dem Flugzeug sieht Jacksons Getreidefeld aus wie auf der Skizze rechts: Die be-
wisserten Kreisflachen sehen griin (hier: weil3) aus, das andere Geldnde ist braun

(hier: grau).
b) Die Flache, die nicht bewassert wird, soll ..

berechnet werden.
Beschreibe einen moglichen Losungsweg,
ohne zu rechnen.

Die Schiilerinnen und Schiiler assoziieren bei der gegebenen Anweisung, dass keine all-
zu detaillierten Angaben verlangt werden, sondern ein eher beschreibendes Vorgehen. So
tut es auch die Auswertungsanweisung fiir die Lehrerinnen und Lehrer, indem als Beispiel
angegeben wird: ,Die nicht bewdsserte Flache besteht aus 6 Quadratflichen, von denen die
6 Kreisflaichen abgezogen werden.” Auch die Kriterien geben nun nicht mehr einzelne
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Schritte in einem rechnerischen Losungsgang an, sondern fordern insgesamt, dass die
Schiilerinnen und Schiiler ,einen Losungsweg in sprachlicher oder formalisierter Form*
beschreiben sollen.®

Es interessiert abschlief3end, wie genau das den Lehrerinnen und Lehrern als Orientie-
rung gegebene Beispiel die Schiilerlosungen trifft. Man erkennt allerdings, dass die Muster-
16sung nur von 10 Schiilerinnen und Schiilern genutzt wird (Tab. 8-21). Eine Vorerprobung
wenigstens dhnlicher Aufgaben ware daher niitzlich gewesen.

Tabelle 8 — 21. Vorgehen der Schilerinnen und Schiler bei der Beschreibung der Flachenbe-
rechnung - MSA-Gy-2b — ,Bewasserte Flache".

beschriebene Losungsansatze Anzahl %
Vom Flacheninhalt des Rechtecks — ohne Angabe, wie die Rechteckflache berechnet wird — die

e : 11 14,3%
sechsfache Kreisflache subtrahieren.
Vom Flacheninhalt des Rechtecks — mit Angabe, wie die Rechteckflache berechnet wird — die

S : 24 31,2%
sechsfache Kreisflache subtrahieren
von einer Quadratflache wird eine Kreisflache subtrahiert, danach mit 6 multipliziert 17 22,1%
vorgegebene Musterldsung: Von 6 Quadratflachen werden 6 Kreisflachen subtrahiert 10 13,0%
Fehler: Von einer Quadratflache wird eine Kreisflache subtrahiert, Multiplikation mit 6 fehlt 9 11,7%
Lésungsvariante nicht zuzuordnen oder andere falsche Strategie 6 7,8%
gesamt o
(Auswahl: je eine ,starke", ,mittlere”, schwache“ Arbeit pro Klasse) [ Dok

5 Allerdings wirkt sich die unterschiedliche Prizisierung der Auswertungsanleitung in der MSA-
Priifung und der MSA-Gy-Priifung auf das Bewertungsverhalten der Lehrerinnen und Lehrer aus.
In MSA wird verlangt, fiir das Quadrat zusétzlich die ,,Kantenldnge 450 m* numerisch anzugeben,
in MSA-Gy kommt diese MaBlbestimmung nicht vor. Entsprechend wird der Punkt in der MSA-
Priifung nicht vergeben wenn die Mal3zahl fehlt.
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8.6.6 Konsequenzen fiir die Konstruktion von Aufgaben zu den prozessbezoge-
nen Kompetenzen Argumentieren und Kommunizieren

Argumentieren und Kommunizieren innerhalb des hier besprochenen Typus Explikati-
onsaufgabe sollten nach den vorstehenden Analysen der , Korbwurf‘-Aufgabe und der bei-
den verwandten Aufgaben aus der ZP-10 bereits in der Fragestellung der Aufgabe deutlich
genug zum Ausdruck kommen. Orientierungsmarken hierfiir konnen die zwei unterschied-
lichen mathematischen Tatigkeiten sein, die mit Aufgaben zum Argumentieren und Kom-
munizieren zu verbinden sind: Man kann einerseits in einer solchen Aufgabe die detaillier-
te Beschreibung eines (prozeduralen) Losungsweges verlangen, und zwar mit Betonung auf
einer prazisen Beschreibung der Abfolge von Schritten, die zur Losung eines Problems bei-
tragen. Man kann die Kompetenz des Argumentierens und Kommunizierens andererseits
auch so verstehen, dass es um die Darstellung der (mathematischen, logischen, modellbe-
zogenen) Voraussetzungen und Griinde fiir die einzelnen anzuwendenden Verfahren geht.

Fir die Konstruktion solcher Aufgaben haben sich in den hier vorgenommenen Analy-
sen drei wesentliche Bedingungen herauskristallisiert.

(1) Im Aufgabentext sind die Ebenen der erwarteten Beschreibungen oder Erklarungen
explizit auszuweisen. Es sollte gesagt werden, ob man einen Losungsansatz in algebraischer
oder formaler Notation wiinscht oder ob eine sprachliche Darstellung gentigt oder sogar
vorzuziehen ist. Die Anweisungen an die Schiilerinnen und Schiiler sind darauf kritisch zu
priifen.

In den Analysen der ,Korbwurf“-Aufgabe zeigte sich hier, dass es nicht im-
mer klar war, ob die mathematische Form einer Funktionsgleichung erwartet wird und zu
honorieren ist.

(2) Der Grad an Explizitheit, der erwartet wird, ist deutlich zu machen. Das kann z.B.
mit Hinweisen wie ,fiihre geeignete Variablen ein“ oder ,schreibe die entsprechenden Glei-
chungen an“ ausgedriickt werden.

Die Analysen wiesen bei der ,Korbwurf“-Aufgabe ein breites Spektrum von
Schiilerlésungen aus, die von vagen Beschreibungen bis zu detaillierten Losungsgangen mit
einzelnen Gleichungen reichten.

(3) Es ist ausdriicklich zu bedenken und in die Aufgabentexte umzusetzen, ob in der
Aufgabe mehr Wert auf die kommunikative Form des Beschreibens gelegt werden soll oder
mehr die Argumentation in den Vordergrund geriickt werden muss. Im Konkreten kann ein
solcher Akzent durch Prazisierung der Fragen in bestimmte Richtungen gesetzt werden,
etwa durch ,Reichen die vorgegebenen Daten aus?“

Bei der ,Korbwurf‘-Aufgabe war hierin bereits Unklarheit in den Auswer-
tungsanleitungen zu erkennen. Begriindungen wurden andeutungsweise im Beispieltext,
nicht mehr aber in den Kriterien erwdhnt.

Die genannten Bedingungen sind freilich dem jeweiligen Aufgabenkontext anzupassen.
Sie sind grundsatzliche Orientierungen fiir die Aufgabenkonstruktion. Es kommt ihnen
aber solange eine erhebliche mathematikdidaktische Bedeutung zu, als die prozessbezoge-
nen Kompetenzen des Argumentierens und Kommunizierens nicht scharfer unterschieden
werden. Sie konnen daher auch Anhaltspunkte fiir die Entwicklung des Mathematikunter-
richts sein, den Schiilerinnen und Schiilern diese Kompetenzen deutlicher zu machen.
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Die hier vorgelegten Analysen der zentralen Priifungen 2008 fiir die Klassen 10 in den
Schulen in Nordrhein-Westfalen gehen einen bisher bei der Evaluation von Priifungen we-
nig beschrittenen Weg. Sie konzentrieren sich unmittelbar auf inhaltliche Aspekte - fachli-
che und prozessorientierte Aspekte gleichermafen. Daher sind es zwei tibergreifende Ge-
sichtspunkte, die die Analysen der zentralen Priifungen ZP-10-2008 in Nordrhein-
Westfalen leiten: Der Bestand der gestellten Aufgaben wird nach mathematikdidaktischen
Kriterien untersucht, und die durch die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiteten Aufgaben
werden mit Blick auf die mathematischen und kognitiven Leistungen beobachtet. Diese
Analysen erbrachten folgende wesentliche Ergebnisse:

Aufgabenstellung

Die gestellten Aufgaben fufden auf den Kernlehrpldnen von Nordrhein-Westfalen und
auf den priifungsspezifischen Vorgaben aus dem Ministerium fiir Schule und Weiterbil-
dung. Der Aufgabenbestand realisiert dabei die selbst gestellten Vorgaben hinreichend
breit und auch die Formate - beides: im Sinn der Formulierungen und im Sinn des Prob-
lemlosecharakters - sind hinreichend variationsreich. Bei solchen Urteilen ist natiirlich
auch die zeitliche Limitierung einer zentralen Priifung zu beriicksichtigen. Weniger Varia-
tionsbreite ergibt die Analyse der ZP-10 nach iibergreifenden Gesichtspunkten in den bun-
desweiten Bildungsstandards. Mit lediglich zwei Aufgaben in der Priiffungsvariante MSA-Gy
wird der Anforderungsbereich III erreicht.

Zudem stellen die Kernlehrplane wichtige Kompetenzen nicht so differenziert dar, wie
die Bildungsstandards. Das betrifft insbesondere die prozessbezogene Kompetenz Argu-
mentieren/Kommunizieren, die die Bildungsstandards in zwei Kompetenzen aufteilen,
aber auch das Aufgehen der Kompetenz Darstellen in anderen Kompetenzen und das volli-
ge Fehlen der in den Bildungsstandards eigens ausgewiesenen Kompetenz ,Mit Mathema-
tik symbolisch / formal / technisch umgehen®. Diese Inkongruenz innerhalb der eigenen
Vorgaben in Nordrhein-Westfalen und zu den Bildungsstandards in Deutschland beein-
flusst die Aufgabenstellung an mehreren Stellen. Die Priifungsvorgaben prasentieren sich
dartiber hinaus in Form der ,Kompetenzmatrix“, die prozessbezogene Kompetenzen stets
an bestimmte Inhalte koppelt, was zu weiteren Einengungen fiihrt.

Bei den Inhalten ist insbesondere zu konstatieren, dass der fiir die Mathematik zentrale
Begriff der Funktion nur eingeschriankt auftritt, indem die fiir den Ubergang zur gymnasia-
len Oberstufe entscheidende Kovariationsvorstellung ausgeblendet bleibt, und dass geo-
metrische Aktivitdten oft auf Berechnungsaufgaben reduziert sind. Der Erfassung grundle-
gender algebraischer Fertigkeiten ist kaum Raum gegeben, denn selbst wenn man aner-
kennt, dass rein formales algebraisches Arbeiten nach den Intentionen der Kernlehrplane
moglichst nur in Modellierungszusammenhdngen auftreten soll, so sind doch die dort vor-
kommenden Gleichungen und Funktionen wenig herausfordernd.

Diese erkannten Beschrankungen fufden allerdings auf tiefer liegenden Grundproble-
men, die sich bereits in den Intentionen der ZP-10 abzeichnen. Es ist sowohl in den Kern-
lehrplanen von Nordrhein-Westfalen wie auch in den Priifungs-Vorgaben aus dem Minis-
terium zur ZP-10 nicht deutlich genug ausdifferenziert, inwieweit die Gesichtspunkte von
»,mathematical literacy“ gegeniiber einer curricular definierten schulmathematischen Sys-
tematik auszubalancieren sind. Fiir zentrale Priiffungen mit dem Charakter von ,high sta-
kes“-Abschlusspriifungen kann nicht ungebrochen ein ,literacy“-Konzept tibernommen
werden, wenn gleichzeitig die ,Verpflichtung zur Beachtung der gesamten Obligatorik des
Kernlehrplans“ (siehe Ministeriums-Vorgaben zur ZP-10) eingelst werden soll.
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Als ein Kernproblem der Aufgabenstellung erweist sich schliefdlich auch, wie die Vertei-
lung der Schulformen auf die drei Varianten der Priifung gestaltet wurde. Es zeigte sich an
mehreren Kriterien auflerordentlich deutlich, dass die Zuordnung der Hauptschule/Typ B
zur Priiffungsvariante MSA (zusammen mit Gesamtschule/Erweiterungskurs, und in Aufga-
benteil 1 sowie in vielen weiteren Aufgaben sogar mit dem Gymnasium) zu Lasten der
Schiilerinnen und Schiiler aus den Hauptschulen geht (und tendenziell Deckeneffekte bei
den Gymnasiasten auslost). Die Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler im Typ B der
Hauptschule kénnen so nicht angemessen zur Geltung kommen, insbesondere wenn man
die praktischen Konsequenzen beim Ubergang in das Berufsleben heranzieht.

Aufgabenbearbeitung

Auf zwei Ebenen machen die Analysen der ausgewdhlten exemplarischen Schiilerlosun-
gen auf Probleme aufmerksam:

Zundchst ist Giberraschend, wie oft von den Schiilerinnen und Schiilern Losungswege
beschritten wurden, die in den Auswertungsanleitungen des Ministeriums nicht auftreten.
Selbstverstandlich konnen diese Anleitungen immer nur exemplarisch sein und von den
Lehrerinnen und Lehrer auch nur exemplarisch gelesen werden. Den Losungsvarianten der
Mehrzahl der Schiilerinnen und Schiiler sollte aber dennoch mehr Aufmerksamkeit ge-
schenkt werden. Eine Art Vorerprobung ist daher zu bedenken. Insbesondere ist, wenn
realitdtsorientierte Aufgaben einen so grofden Raum einnehmen, in einer Form von Pilotie-
rung das fiir eine Aufgabe erforderliche aufdermathematische Sachwissen der Schiilerinnen
und Schiiler zu eruieren.

Bei den Aufgabenbearbeitungen der Schiilerinnen und Schiiler fallt auf, wie wenig flexi-
bel mit den symbolisch/formalen Elementen der Mathematik umgegangen wird. Als ,ma-
thematische Werkzeuge zum Erfassen von Phinomenen der realen Welt“ stehen diese
zwar durchaus im Zentrum der Kompetenzanforderungen der Kernlehrplane in Nordrhein-
Westfalen. Aber die Schiilerinnen und Schiiler zeigen selbst bei auf der Hand liegenden,
moglicherweise durch die Konstruktion der Priifungsaufgaben sogar provozierten, Verein-
fachungsmdaglichkeiten in der grofden Mehrheit ein schematisches Verhalten. Das scheint
auf Defizite im Mathematikunterricht zu deuten, in dem offenbar auf reflektierendes und
dann adaptives Verhalten beim Umgang mit mathematischen Verfahren und Begriffen zu
wenig Wert gelegt wird.

Im Bereich der prozessbezogenen Kompetenzen wird eine Realisierung der Kompetenz
Argumentieren/Kommunizieren durch die Beschreibungsaufgaben angestrebt. Die genann-
ten Inkongruenzen zwischen den nordrhein-westfdlischen Kernlehrplinen und den Bil-
dungsstandards bilden sich nun in den Schiilerbearbeitungen ab als Unsicherheit der Schii-
lerinnen und Schiiler, welche Antwortebene angemessen sei. Die Schiilerinnen und Schiiler
neigen eher dem Kommunizieren zu, denn einem argumentierenden Vorgehen, wiederum
ein Hinweis, auf Ausbildung einer argumentativen Grundhaltung im Mathematikunterricht
mehr zu achten.

Schiilerinnen und Schiiler zeigen dariiber hinaus an mehreren Stellen ,kreative®, aber
unerwiinschte Losungsvarianten. Bei einigen Aufgaben scheint fiir sie der auf3ermathema-
tische Kontext zu sehr zu dominieren, so dass Unklarheit entsteht, ob schon eine intelli-
gente sachgerechte Schatzung oder allein eine exakte Rechnung als Losung akzeptabel sei.
Die Auswertungsanleitungen gehen auf dieses Grundproblem i.d.R. nicht ein. Auch diese
Beobachtung scheint auf den Mathematikunterricht zuriickzuweisen, in dem offenbar die
fundamental verschiedenen Rollen, die die Mathematik im Kontext und als Domane eige-
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nen Rechts spielt, nicht klar genug thematisiert werden. Dies ware aber gerade eine der
Funktionen eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts.

Schlussfolgerungen

Die Schlussfolgerungen, die man aus den vorliegenden Analysen ziehen kann, sollen
sich nach den Intentionen des Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes
Nordrhein-Westfalen auf drei Bereiche beziehen: Reflexion und Optimierung der Aufga-
benkonstruktion, Impulse zur Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts und Anre-
gungen, wie Erginzungsangebote gestaltet werden kénnen fiir den Ubergang in die gymna-
siale Oberstufe. Zu allen drei Bereichen sagen unsere Analysen etwas aus:

Fir die Aufgabenkonstruktion ergibt sich vor allem aus dem dargestellten System der
Aufgabenmerkmale eine fachliche Grundlage, die das Potential fiir Aufgabengestaltungen
theoretisch umreifst und strukturiert. Die jeweils detaillierten Kategorien zu den Merkma-
len und die zahlreich diskutierten Aufgabenbeispiele machen das Klassifikationssystem
plastisch und konkret. Ubergeordnet kann man sich an der Herstellung von mathemati-
scher Kohdrenz in den Aufgabengruppen orientieren. Die diskutierten mathematikdidakti-
schen Rahmenbedingungen zeigen zugleich auf das Kernproblem: Entscheidend ist es, eine
Balance zu finden zwischen ,literacy“-orientierten Aufgaben und Aufgaben, die auf den
systematischen Wissensaufbau - als Vorbedingung und Ziel von ,literacy“ - abzielen und
diesen sichern konnen. Im Augenblick scheint uns der Schwerpunkt des Aufgabenbestands
der ZP-10 eher auf der ,literacy“-Seite zu liegen als sich an Erfordernissen des systemati-
schen Aufbaus intelligenten Wissens (im Sinn von Weinert) zu orientieren.

Diese Balance ist auch entscheidend fiir die Weiterentwicklung des Mathematikunter-
richts. Die vorliegenden Analysen geben hier insofern Impulse, als sie durch detaillierte
Interpretationen konkreter Schiilerlésungen unter der Generalperspektive Aufbau intelli-
genten, vernetzten und umsetzbaren Wissens und Konnens auf die Problemzonen des
Fachunterrichts hinweisen: Vorherrschen schematischen Denkens, wenig reflektierendes
Verhalten, Unsicherheiten in der technischen Performanz. Verkiirzungen im Aufgabenbe-
stand, etwa die zu wenigen geometrischen Aspekte in den Aufgaben oder das zu geringe
Betonen der Kompetenz zum mathematischen Argumentieren, konnten durch entspre-
chende Schwerpunktsetzungen im Mathematikunterricht aufgefangen werden. Die Sto-
chastik scheint uns dem Aufgabensatz nach im Mathematikunterricht inzwischen recht gut
verankert zu sein.

Fiir Schiilerinnen und Schiiler am Ubergang zur gymnasialen Oberstufe ist ein hinrei-
chend breites Grundwissen ebenso erforderlich wie ausgebildete prozessbezogene Kompe-
tenzen. Vorbereitend auf die gymnasiale Oberstufe sind aber jedenfalls - und dazu hat die
Analyse der ZP-10 am ehesten Handlungsbedarf angezeigt — ausreichend breite Grundvor-
stellungen zu zentralen Begriffen der Mathematik, argumentatives Denken und die Einbet-
tung der Einzelkenntnisse in einen systematisch geordneten Wissensbestand. Diese iiber-
greifenden Gesichtspunkte werden nicht einfach durch Erganzungsangebote aufgefangen
werden konnen; sie miissen Teil des gesamten Mathematikunterrichts sein. Solche syste-
matischen Voraussetzungen harmonieren aber gleichwohl sehr gut mit einem letztlich auf
das Ziel ,mathematical literacy“ verpflichteten Mathematikunterricht.
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Kap. 1 Rahmenbedingungen, Daten

Differenzierungen in den zentralen Priifungen nach Schulformen und angestrebtem Schulabschluss.
Anzahlen von (Teil-)Aufgaben in den Prifungsteilen der drei Prifungsvarianten der ZP-10-2008.

Laut Auswertungsanweisungen zu vergebende Punktezahlen in den drei Prifungsvarianten der ZP-10-2008.
Anzahlen von Schulen sowie Schilerinnen und Schilern im Datensatz ,Modul 2*

Schilerinnen und Schiler sowie Schulen, von denen die Bearbeitungen der ZP-10-Aufgaben fir die Analyse
vorliegen.

Notenverteilung der Schilerinnen und Schiilern, deren Aufgabenbearbeitungen in Detailanalysen eingehen.

Kap. 2 Aufgabenbewertungen, Kompetenzprofile

Notenvergabe in der HSA-Prufung.
Notenvergabe in den jeweils leistungsstarksten bzw. leistungsschwachsten Klassen der HSA-Priifung.
Notenvergabe in der HSA-Priifung, Unterschiede zwischen Madchen und Jungen.

Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen Madchen und Jungen in der HSA-
Prifung.

Punktbewertung in der HSA-Priifung, Aufgaben 1 und 4. Punkteverteilung in der HSA-Priifung.
Notenvergabe in der MSA-Prifung nach Schulformen.

Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule Typ B, Gesamtschule/ Erweiterungskurs und Real-
schule in der MSA-Priifung (Basis. Noten)

Notenverteilung und Punkteverteilung auf die Schulformen in der MSA-Prifung.
Punktmittelwerte bei Aufgabengruppe 1 (,Basiskompetenzen®) in der MSA-Priifung nach Schulformen.

Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule Typ B, Gesamtschule/ Erweiterungskurs und Real-
schule in der MSA-Prifung bei Aufgabengruppe 1 (,Basiskompetenzen®).

Gegenlberstellung der Notenverteilungen fiur die Schilerinnen und Schiler aus Hauptschule Typ A (mit
HSA-Priifung) und Hauptschule Typ B (mit MSA-Prifung).

Gegenlberstellung der Notenverteilungen fur die Schulerinnen und Schiler aus Gesamtschule/Grundkurs
(mit HSA-Prifung) und Gesamtschule/Erweiterungskurs (mit MSA-Prifung).

Verteilung der Punktzahlen in der MSA-Priifung auf die Schiilerinnen und Schiler der Hauptschule Typ B
(Haufigkeiten der Punktzuweisungen).

Notenvergaben in den beiden leistungsstérksten bzw. leistungsschwéchsten Klassen der MSA-Prifung.

Unterschiede zwischen Madchen und Jungen in der MSA-Priifung insgesamt (alle Schulformen) auf der
Basis der erreichte Punktzahlen.

Unterschiede zwischen Madchen und Jungen in der MSA-Priifung nach Schulformen (Basis: erreichte
Punktzahlen).

Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen Madchen und Jungen in der MSA und der
MSA-Gy Priifung (identische Aufgaben). Basis: Mittlere erreichte Punktzahl.

Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen Madchen und Jungen in der MSA-
Prufung. Basis: Mittlere erreichte Punktzahl.

Notenverteilung MSA-Gy-Priifung.
Punktmittelwerte bei Aufgabengruppe 1 (,Basiskompetenzen®) in der MSA- und der MSA-Gy-Priifung.

Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule/Typ B, Gesamtschule/Erweiterungskurs, Realschule
und Gymnasium bei Aufgabengruppe 1 (,Basiskompetenzen®).

Mittelwerte und Verteilung der Bewertung fiir die Bearbeitung von Aufgabengruppe 1 (,Basiskompetenzen®);
max. Punktzahl 18 .

Notenvergabe in den beiden leistungsstarksten bzw. leistungsschwachsten Klassen der MSA-Gy-Prifung.
Notenvergabe in der MSA-Gy-Priifung, Unterschiede zwischen Madchen und Jungen.

Aufgaben OHNE signifikanten Unterschied (5 %-Niveau) zwischen Madchen und Jungen, die nur in der
MSA-Gy-Prifung vorkommen (Mittelwerte der in der Gruppe erzielten Punkte).
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Aufgabenschwierigkeit (= prozentualer Anteil der Schilerinnen und Schiiler, die die Maximalpunktzahl bei
der Korrektur erreicht haben) in der HSA-Prifung.

Aufgabenschwierigkeit (= prozentualer Anteil der Schilerinnen und Schiiler, die die Maximalpunktzahl bei
der Korrektur erreicht haben) in der MSA- und der MSA-Gy-Priifung.

Durchschnittswerte vollstandig richtig geldster Aufgaben zu den prozesshezogene Kompetenzen, angegeben
in Prozent vom jeweils maximal erzielbaren Punktwert in der jeweiligen prozessbezogenen Kompetenz.

Unterschiede zwischen Hauptschule Typ A und Gesamtschule/Grundkurs auf den prozessbezogene Kompe-
tenzen.(Basis: Prozent der erreichten Punktzahlen).

Mehrfachvergleiche (Bonferroni) zwischen Hauptschule Typ B, Gesamtschule/ Erweiterungskurs und Real-
schule bei der prozessbezogenen Kompetenz ,Modellieren*.

Kap. 3 Aufgabenstellung — Merkmalsanalysen

Aufgabenmodell von PISA-2000-Deutschland - Zentrale Eigenschaften und spezifische Aufgaben-Merkmale.
Der ,Modellierungskreislauf* als Aufgaben-Modell.

Art der Situation in einer Aufgabe nach den Vorgaben des Ministerium fur Schule und Weiterbildung (nach
den Prufungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gymnasium).

Art der Situation in einer Aufgabe nach PISA (nach den Priifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).
Kontexte von Aufgaben (Einteilung).

Vorkommen aufermathematischer Kontexte (Prufungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).
Vorkommen auBermathematischer Kontexte (Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).

Innermathematische Kontexte und Art des Kontextes in einer Aufgabe (nach den Prifungsvarianten HSA,
MSA und MSA-Gy).

Gleichzeitiges Auftreten von auRermathematischem und innermathematischem Kontext (nach den Priifungs-
varianten HSA, MSA und MSA-Gy).

Funktionen des auBermathematischen Kontexts (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).

Mathematisieren und andere Komponenten des Modellierungskreislaufs (nach den Prifungsvarianten HSA,
MSA und MSA-Gy).

.Repetitive" oder ,integrative* Aufgabe (nach den Priifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).
Sprachliche Gestaltung des Aufgabentextes (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).
Problemltsetypen und Antwortformate (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).
Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum 1. Prifungsteil — HSA.
Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum 2. Priifungsteil — HSA.
Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum 1. Prufungsteil — MSA.
Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum 2. Prufungsteil — MSA.
Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum 1. Prufungsteil — MSA-Gy.
Verteilung der Aufgaben auf die ,Vorgaben“ des Ministeriums zum 2. Prufungsteil — MSA-Gy.
Mathematische Stoffgebiete der Aufgaben - klassische Einteilung.

Kerncurricula Nordrhein-Westfalen. Inhaltliche Kompetenzen nach Sekundarstufe | (Mittlerer Schulabschluss)
in Aufgaben aus MSA und MSA-Gy

Stoffgebiete der Sekundarstufe | detailliert.

Detaillierte Stoffgebiete der Sekundarstufe | (nach Tab. 3-23) in den Kompetenz-Anforderungen im Kerncur-
riculum Nordrhein-Westfalen Ende Sekundarstufe I. Anzahlen von Aufgaben in der MSA-Prifung, die diese
Stoffe und Kompetenzen realisieren.

Curriculare Wissensstufe der Aufgaben (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).

Zahlbereiche (hierarchisch) und Spezialisierungen innerhalb der Zahlbereiche (nach den Prifungsvarianten
HSA, MSA und MSA-Gy).

GrofR3en in den Aufgaben. stetig vs. diskret / extensiv vs. intensiv (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA
und MSA-Gy).

Variablenaspekte (nach den Prifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).
Visuelle Elemente in der Aufgabenstellung (nach den Priifungsvarianten HSA, MSA und MSA-Gy).
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Kap 4 Aufgabenstellung — Ubergreifende Aspekte.

Aufgaben des HSA-Tests (2. Prifungsteil) nach inhalts- und prozesshezogenen Kompetenzen gemaf den
Vorgaben des Ministeriums.

Gegenlberstellung prozessbezogener Kompetenzen in den Bildungsstandards und in den Vorgaben fir die
ZP-10-HSA.

Aufgaben des MSA-Tests (2. Prufungsteil) nach inhalts- und prozessbezogenen Kompetenzen gemaf den
Vorgaben des Ministeriums.

Gegenlberstellung prozessbezogener Kompetenzen in den Bildungsstandards und in den Vorgaben fir die
ZP-10-MSA.

Aufgaben des MSA-Gy--Tests (2. Prufungsteil) nach inhalts- und prozessbezogenen Kompetenzen gemaf
den Vorgaben des Ministeriums.

Gegenlberstellung prozessbezogener Kompetenzen in den Bildungsstandards und in den Vorgaben fir die
ZP-10-MSA-Gy.

Typen mathematischen Arbeitens in der HSA-Prufung.
Typen mathematischen Arbeitens in der MSA-Prifung.
Typen mathematischen Arbeitens in der MSA-Gy-Prifung.

Ubersicht tiber die drei Typen mathematischen Arbeitens (nach den Priifungsvarianten HSA, MSA und MSA-
Gy und den beiden Prifungsteilen).

Kap 8 Aufgabenbearbeitungen

Aufgabe ,Werkstiick®. Indikatoren fir strukturelle Durchdringung bei der Volumenberechnung.
Aufgabe ,Werkstlck“. Von den Schilerinnen und Schilern gegebene Erlauterungen zu ihrem Vorgehen.
Aufgabe ,Werkstiick". Verwendete Lésungsstrategien - Uberblick.

Aufgabe ,Werkstiick“. Verwendete Losungsstrategien mit 2 Korpern.

Aufgabe ,Werkstlck". Das Volumen des linken Teiles des Werkstlicks wird mit 4*4*4 berechnet.
Aufgabe ,Einen Quader werfen“. Bewertung.

Aufgabe ,Einen Quader werfen“. Strategien.

Aufgabe ,,Geschwindigkeit Wasserarm®. Art des Antwortsatzes.

Aufgabe ,,Geschwindigkeit Wasserarm®. Korrekte Lésung auf der Ebene des Realmodells.
Aufgabe ,,Geschwindigkeit Wasserarm“. Weg.

Aufgabe ,,Geschwindigkeit Wasserarm“. Berechnung der Geschwindigkeit.

Aufgabe ,Geschwindigkeit Wasserarm“. Verwendung von Einheiten fur die Geschwindigkeit.

Aufgabe ,Getreidefelder — Parallelogramm-Anordnung®. Strategien bei der nachtraglichen Berechnung der
Hohe, aufgeschlisselt nach Noten der Schilerinnen und Schiler.

Aufgabe ,Getreidefelder — Parallelogramm-Anordnung”. Gegeniiberstellung von Lésungsstrategien bei der
nachtraglichen Berechnung der Héhe und der Berechnung der Lange der Wasserrohre in MSA-Gy-2c.

Aufgabe ,Spannweite der Bogenbriicke®. Quoten (in der Stichprobe der ausgewahlten kompletten Schuler-
bearbeitungen) fiir Bearbeitung und vollstandige Lésung.

Aufgabe ,Spannweite der Bogenbriicke®. Art der Strategie beim Losen der quadratischen Gleichung.

Aufgabe ,Spannweite der Bogenbriicke”. Wird eine unterschiedliche Anzahl von Dezimalstellen bei der ma-
thematischen Losung und bei der Angabe der Spannweite angegeben?

Aufgabe ,Korbwurf“. Punkteverteilung (Gymnasium).
Aufgabe ,Korbwurf*. Auswertungsanleitungen.
Aufgabe ,Stahlseil der Hangebriicke“. Arten der Erklarungen fur die Funktionsgleichungen.

Aufgabe Bewasserte Flache®. Vorgehen der Schiilerinnen und Schiiler bei der Beschreibung..
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priifungen.

Zentrale Prifungen am Ende der Klasse 10 an
Hauptschulen

Unterrichtliche Voraussetzungen fir die schriftlichen Prifungen
im Jahr 2008

Vorgaben fur das Fach Mathematik (Klasse 10 Typ A)

1 Hinweise zur Konzeption und Vorbereitung der schriftlichen Prifung

1.1 Struktur der schriftlichen Prifung
Die schriftliche Prifung besteht aus zwei Teilen:

Im ersten Teil werden Basiskompetenzen (vgl. Abschnitt 2.1) in einzelnen, nicht aufeinander
bezogenen Teilaufgaben Uberprift. Diese Teilaufgaben orientieren sich an den Aufgaben-
formaten der Lernstandserhebungen.

Im zweiten Teil werden komplexere Aufgaben mit jeweils mehreren Teilaufgaben zu einem
Kontext gestellt. Mit diesen Aufgaben werden (vgl. Abschnitt 2.2) insgesamt Kompetenzen
aus allen vier Prozessbereichen (Argumentieren/Kommunizieren, Problemlésen, Modellie-
ren, Werkzeuge) und allen vier Inhaltsbereichen (Arithmetik/Algebra, Funktionen, Geometrie,
Stochastik) Uberprift. Die Aufgaben beziehen sich auf den Unterricht in den Jahrgangsstufen
9 und 10. Fir ihre Bearbeitung kdnnen aber auch Kompetenzen erforderlich sein, welche die
Schilerinnen und Schiiler in den zurtickliegenden Schuljahren erworben haben.

Bei der Auswertung der Aufgaben wird der Umgang mit MaReinheiten sowie die Nachvoll-
ziehbarkeit, formale Angemessenheit und Genauigkeit der Darstellung von Lésungen geson-
dert bertcksichtigt.

1.2 Vorbereitende Klassenarbeit

Die Schulerinnen und Schiler sollen auf die konkreten Bedingungen vorbereitet sein. Daher
wird den Schulen empfohlen, in der Jahrgangsstufe 10 eine der regularen Klassenarbeiten
unter den Bedingungen der zentralen Prifung (z. B. Aufgabenformate des zweiten Prifungs-
teils mit entsprechendem Bewertungsverfahren) zu schreiben.

1.3 Hilfsmittel

Die Schilerinnen und Schiler sollen im Umgang mit den folgenden in der schriftlichen Pri-
fung zugelassenen Hilfsmitteln vertraut sein:

— Zirkel und Geodreieck,
— Formelsammlung®,
— Wissenschaftlicher Taschenrechner?.

! pauschal zugelassen sind handelstibliche Formelsammlungen ohne eigene Erganzungen. Im Inter-
netangebot ,Prifungen 10“ (http://www.learn-line.nrw.de/angebote/pruefungen10/) wird eine Formel-
sammlung zum Download angeboten.

Z Zugelassen sind alle fir die Schule tblichen elektronischen Rechenhilfsmittel. Genauere Bestim-
mungen kénnen den separaten Erlauterungen ,wissenschatftlicher Taschenrechner” (http://www.learn-
line.nrw.de/angebote/pruefungenl0/download/Elektronische Rechenhilfsmittel.pdf) entnommen wer-
den.

Hauptschule, Mathematik (Klasse 10 Typ A) 1
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2 Unterrichtliche Schwerpunkte fir die Vorbereitung auf die schriftliche
Priafung im Jahr 2008

Grundlage flur die zentral gestellten Aufgaben der schriftlichen Prifung sind die Vorgaben
des Kernlehrplans (gem. RdErl. d. Ministeriums fir Schule, Jugend und Kinder v. 27.9.2004).
Mit den Kompetenzerwartungen des Kernlehrplans sind nicht immer Festlegungen auf rele-
vante Inhalte verbunden. Um allen Schilerinnen und Schilern vergleichbare Lerngelegen-
heiten bieten zu kdnnen, sind also zusatzlich konkretisierende Vorgaben fir den Unterricht
erforderlich.

Die Verpflichtung zur Beachtung der gesamten Obligatorik des Kernlehrplans — vor allem
Kapitel 2 ,Anforderungen am Ende der Sekundarstufe 1“ und Kapitel 3.3 ,Kompetenzerwar-
tungen am Ende der Jahrgangsstufe 10“ — bleibt von den folgenden Schwerpunktsetzungen
unberiihrt. Die Realisierung dieser Obligatorik liegt in der Verantwortung der Schule. Zur
Vorbereitung auf die schriftliche Prifung sind auf3erdem die in Kapitel 4 des Kernlehrplans
aufgefiihrten Aufgaben zu beachten, die die fachlichen Standards und Kompetenzerwartun-
gen veranschaulichen und konkretisieren.

Die folgenden Schwerpunktsetzungen gelten fur die Vorbereitung auf die zentrale Prifung im
Jahr 2008.

2.1 Schwerpunktsetzungen fur den ersten Teil der schriftlichen Prifung

Alle Schilerinnen und Schiler sollen in solchen Kompetenzen geférdert werden, die fir ei-
nen angemessenen Umgang mit Zahlen und Grof3en im Alltag sowie fur das vertiefte An-
wenden und Betreiben von Mathematik eine besondere Rolle spielen (Basiskompetenzen).
Im Jahr 2008 werden folgende aus der Breite der Kompetenzbereiche ausgewéhlte Basis-
kompetenzen tberpruft:

— Schatzen und Runden (siehe z. B. Aufgabe Schnur LSE 2005, Aufgabe Schulbus LSE 2004, Bei-
spielarbeit Prufungen 10: Aufgabe 1a) und 1d)),

— die Bestimmung von Flachen und Volumina bei einfachen Figuren und Koérpern (Dreiecke, Vier-
ecke, Kreise, Quader und Zylinder sowie daraus zusammengesetzte Figuren bzw. Kdrper; siehe
z. B. Aufgabe Flacheninhalte LSE 2005, Beispielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1c)),

— das Erkennen einfacher proportionaler und antiproportionaler Zuordnungen (siehe z. B. Aufgabe
Brétchen LSE 2004) sowie das Bestimmen von Prozentwerten (siehe z. B. Aufgabe Prozente LSE
2005, Beispielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1e)),

— die Entnahme mathematischer Informationen aus einfachen Texten, Grafiken und Diagrammen
(siehe z. B. Aufgabe Fahrradtour LSE 2005, Beispielarbeit Priifungen 10: Aufgabe 1f)),

— der Umgang mit statistischen Kennwerten (arithmetisches Mittel und Median) (siehe z. B. Aufgabe
Weitsprung LSE 2004).

Hauptschule, Mathematik (Klasse 10 Typ A) 2
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2.2 Thematisch-inhaltliche Schwerpunkte fir den zweiten Teil der schriftlichen
Prifung

Da angemessene Lernsituationen im Mathematikunterricht immer inhalts- und prozessbezo-
gene Kompetenzen zugleich férdern, werden die gemeinsamen Lerngelegenheiten, die allen
Schilerinnen und Schiler ermdglicht werden sollen, in der folgenden ,Kompetenzmatrix“
verortet. Die empfohlenen gemeinsamen Lerngelegenheiten skizzieren Themen und Inhalte,
durch deren Bearbeitung alle Schulerinnen und Schiiler auf Anforderungen der schriftlichen
Prifung vorbereitet werden kénnen.

Arithmetik / Algebra Funktionen Geometrie Stochastik
3 .’ a
Argumentieren / - Analyse und Bewertung Analyse von grafischen Dar-
Kommunizieren funktionaler Zusammenhan- stellungen statistischer Daten
ge in authentischen Texten (z. B. ,manipulierte* Diagram-
(z. B. Zeitungstexte oder me aus Zeitungsartikeln)

=

Gebrauchsanweisungen)

- Interpretation von einfachen
grafischen Darstellungen
funktionaler Zusammenhan-

ge
Problemlosen Bestimmung unbekannter
GroRen durch Zerlegen von
? Figuren oder mit Hilfe des
-4 Satzes von Pythagoras
Modellieren  |Sachrechnen (z. B. Berech- Erstellung, Nutzung und Zuordnung von Diagrammen
", nung von Kosten, Bestimmung |Interpretation von Modellen zu gegebenen Realsituationen
von Anzahlen oder von physi- |aus den Bereichen:
- kalischen Grﬁf&gn wie Tempe- | Tarife (lineare Tarife und
raturunterschiede) Stufentarife)

- Prozent- und Zinsrechnung
(z. B. Preisreduktion, Spar-
und Kreditmodelle)

- Weg-Zeit-Zusammenhange

Werkzeuge  |Verwendung des Taschen- Nutzung von geeigneten
) rechners Werkzeugen (z. B. zum Zeich-
nen von Netzen und Schréagbil-
dern)

3 Beispielarbeiten

Diese unterrichtlichen Vorgaben werden durch Beispielarbeiten und veroffentlichte Pru-
fungsarbeiten konkretisiert, denen die schulformspezifischen und bildungsgangbezogenen
Ausformungen der Kompetenzen zugrunde liegen. Dadurch wird u. a. das Anforderungsni-
veau der schriftlichen Prifung veranschaulicht.

Hauptschule, Mathematik (Klasse 10 Typ A) 3
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Ministerium fiir . . .

Schuls und Weiterbildung wg Prifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A HaU ptSChUle (Typ A)

Prifungsteil 1: Aufgabe 1

a) Ein Auto fahrt 15 Kilometer in 10 Minuten. Wie viele Kilometer fahrt das Auto in einer
Stunde, wenn es diese Geschwindigkeit beibehélt? Notiere deine Rechnung.

b) 600 Kisten miissen transportiert werden. Der hierfiir zur Verfiigung stehende LKW kann
bis zu 96 Kisten laden. Wie viele Fahrten mit diesem LKW sind mindestens erforderlich,
um alle Kisten zu transportieren? Notiere deine Rechnung.

c) Berechne den Umfang des abgebildeten Quadrates. 2cm
Notiere deine Rechnung.

»

d) Berechne den Fldcheninhalt der gesamten grauen Flache. < 2cm
Notiere deine Rechnung.

2 cm

e) Berechne das Volumen des abgebildeten Quaders.
Notiere deine Rechnung. s

3 cm

" 4 cm A&

f) Im Diagramm sind die Ergebnisse einer Klassenarbeit dargestellt.

f1) Wie viele Schiilerinnen und E 12

Schiiler haben die Note 2 £ 10

geschrieben? =2 g

< =

f2) Wie viele Schiilerinnen und 23 6

Schiiler haben diese Klas- SE 4

senarbeit  mitgeschrieben? 15 2 |

Notiere deine Rechnung. g 0 ] ‘ ‘ ‘ B

1 2 3 4 5 6

Note

Aufgabenstellung 1
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Ministerium fiir . . .

Schuls und Weiterbildung w@ Prifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A HauptSChule (Typ A)

Priifungsteil 2: Aufgabe 2
Im Diagramm sind Beitragssétze zur Krankenversicherung aus dem Zeitraum 1970 bis 2005
dargestellt.

Beitragssitze
in Prozent 15
14 -

13 4
12 4

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
Jahr

a) Wie hoch war der Beitragssatz im Jahr 19807

b) Tom sagt: ,,Von 1970 bis 2000 hat sich der Beitragssatz mehr als verdoppelt.© Stimmt das?
Begriinde deine Aussage.

¢) Im Jahr 2005 mussten 14 % des Bruttolohns an die Krankenversicherung bezahlt werden.
Die Hilfte davon musste der Arbeitnehmer selber zahlen.

Fin Dachdecker hatte einen Bruttolohn von 2 200 €. Wie viel Euro musste er an die Kran-
kenversicherung bezahlen? Notiere deine Rechnung.

d) 20 % der Arbeitnehmer haben eine Zusatzversicherung.

d1)Welches der folgenden Diagramme entspricht diesem Sachverhalt? Notiere den Lo-
sungsbuchstaben in deinen Unterlagen.

- mit Zusatzversicherung
|:| ohne Zusatzversicherung

d2) Welche der folgenden Aussagen treffen zu? Notiere die Losungsbuchstaben der richti-
gen Aussagen in deinen Unterlagen.

A Jeder fiinfte Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.

B Jeder zwanzigste Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.
C Ein Finftel der Arbeitnehmer hat eine Zusatzversicherung.
D 20 Arbeitnehmer haben eine Zusatzversicherung.

Aufgabenstellung 2
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S e U WelteEblicne Priifungsarbeit Mathematik priifungen

des Landes Nordrhein-Westfalen Hau ptSChUle (Typ A)

Prifungsteil 2: Aufgabe 3

6 cm

A
\ 4

6 cm

v

Maren bastelt Sterne aus Pappe. Sie zeichnet dazu ein Quadrat. An die vier Seiten des Quad-
rates zeichnet sie gleich grof3e Dreiecke.

a) Berechne die Seitenlénge / der oben abgebildeten Pappe. Notiere deine Rechnung.
b) Berechne den Flacheninhalt des Sterns. Notiere deine Rechnung.
¢) Maren klappt ein Dreieck nach innen.

cl) Zeichne das weile Quadrat, auf dem ein vollstaindig umgeklapptes Dreieck liegt, in
Originalgrofle.
c2) Wie viel Prozent der Quadratfliche werden durch die Dreiecksflache bedeckt?

Wenn Maren alle vier Dreiecke hochklappt, entsteht eine Pyramide.

6 cm

>
»

d) Bestitige durch eine Rechnung, dass die Hohe / der Pyramide ca. 5,2 cm betragt.

e) Berechne das Volumen dieser Pyramide (4 = 5,2 cm). Notiere deine Rechnung.

Aufgabenstellung 3
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Ministerium fiir . . .
iterbi Prifungsarbeit Mathematik .
Schule und Weiterbildung
des Landes Nordrhein-Westfalen HaU ptSChUle (Typ A) prUfu ngen °

Prifungsteil 2: Aufgabe 4
Die Eintrittspreise im Freizeitbad WATERWORLD werden nach der folgenden Regel berechnet:

o Bis2 Stunden: 6,00 €
o Fiir jede weitere angefangene Stunde zusitzlich: 2,00 €

a) Welches Schaubild stellt die Eintrittspreise am besten dar?
Notiere den Losungsbuchstaben in deinen Unterlagen.

NCV NORENG)

Kosten

Zeit Zeit Zeit Zeit

b) Eine Tageskarte im Freizeitbad WATERWORLD kostet 15,00 €.

bl)Franzi will 5 Stunden ins Freizeitbad gehen. Lohnt sich der Kauf einer Tageskarte fiir
sie? Begriinde deine Antwort.

b2)Marco kauft sich um 9:25 Uhr eine Tageskarte. Bis wie viel Uhr muss er mindestens
im Freizeitbad WATERWORLD bleiben, damit sich der Kauf der Tageskarte lohnt? No-
tiere deine Rechnung.

¢) Im Jahr 2006 zihlte das Freizeitbad WATERWORLD insgesamt 182 880 Badegéste.

cl) Wie viel Euro hat das Freizeitbad im Jahr 2006 mindestens eingenommen? Notiere
deine Rechnung.

c2) Wie hoch war die durchschnittliche Zahl der Badegiste pro Monat im Jahr 2006? No-
tiere deine Rechnung.

c3) Fiir das Jahr 2007 wird erwartet, dass die Zahl der Badegéste um 5 % steigt. Wie viele
Besucher werden im Jahr 2007 erwartet? Notiere deine Rechnung.

d) Die Lange einer Bahn im Freizeitbad WATERWORLD betragt 25 m.

d1)Wie viele Bahnen muss Franzi schwimmen, um eine Strecke von 1 km zuriickzulegen?
Notiere deine Rechnung.

d2)Franzi braucht fiir die ersten vier Bahnen insgesamt zwei Minuten. Wie lange braucht
sie fir die gesamte Strecke (1 km), wenn sie dieses Tempo gleichméBig halten kann?
Notiere deine Rechnung.

Aufgabenstellung 4
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Ministerium fir - . H
iterbi Prafungsarbeit Mathematik P
Schule und Weiterbildung
des Landes Nordrhein-Westfalen HaU ptSChUle (Typ A) prUfu ngen °
Priifungsteil 1: Aufgabe 1
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | wihlt ein Verfahren zur Berechnung der z.B. 15km - 6 =90 km 2
zuriickgelegten Distanz und gibt diese rich-
tig an
b) | wihlt ein fiir einen proportionalen Zusam- | z. B. Division 1
menhang geeignetes Verfahren
fiihrt die Rechnung richtig durch z.B. 600 : 96 = 6,25 1
rundet das Ergebnis sinnvoll z. B. ,,Es sind mindestens 7
Fahrten erforderlich mit dem 1
LKW.*
c) | entnimmt der Abbildung und dem Text die | Quadrat mit der Seitenldnge 1
notwendigen Informationen 2 cm
berechnet den Umfang des Quadrates rich- | z. B. 1
tig u=2cm-4=8cm
d) | entnimmt der Abbildung den Radius bzw. | r=1cmbzw.d=2cm 1
Durchmesser
zerlegt die Figur in geeignete Teilfiguren z. B. Quadrat und vier Halb- 1
kreise
berechnet den Flicheninhalt des Quadrates | 2 cm - 2 cm = 4 cm? 1
berechnet den Flicheninhalt der vier Halb- | 2 - 1t - #* =~ 6,28 cm? 2
kreise
berechnet den gesamten Flacheninhalt 4 cm® + 6,28 cm”’ 1
= 10,28 cm’
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 6)
e) | entnimmt der Abbildung die relevanten z.B.a=2cm; b=3cm; 1
Malle c=4cm
wihlt ein geeignetes Verfahren zur Be- JV=2cm-3cm-4cm 2
rechnung des Volumens und bestimmt das =24 cm’
Volumen
f1) | entnimmt dem Diagramm die gesuchte z. B. ,,Finf Schiiler haben 2
Anzahl eine 2 geschrieben.*
f2) | entnimmt dem Diagramm die relevanten 2/5/10/7/1 2
Informationen
berechnet die Anzahl der Schiiler, die an 2+5+10+7+1=25 1
der Klassenarbeit teilgenommen haben
Punkte Aufgabe 1: 21 Punkte

Auswertungsanleitung
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Ministerium fir - R H
iterbi Prifungsarbeit Mathematik .
Schule und Weiterbildung
des Landes Nordrhein-Westfalen HaU ptSChUle (Typ A) prUfu ngen °
Prifungsteil 2: Aufgabe 2
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | gibt nur den richtigen Beitragssatz an 11,4 % 1
b) | gibt an, dass Tom Unrecht hat z. B. ,,Der Beitragssatz hat 1
sich nicht verdoppelt.*
begriindet, dass Tom Unrecht hat z. B. ,,Der Beitragssatz 2000 1
hétte dann 16,4 % betragen
miissen. Er betrug aber nur
14 %.“
¢) | entnimmt dem Text die relevanten Infor- 2200 €; 14 %; Arbeitnehmer 1
mationen zahlt die Hilfte
wihlt ein geeignetes Verfahren zur Be- z. B. Formel oder Dreisatz 1
rechnung des Prozentwertes
fiihrt die Rechnung richtig durch z. B. 2
'-0,14-2200€=154 €
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 4)
dl) | notiert nur den richtigen Losungsbuchsta- | C 1
ben
d2) | notiert genau die beiden richtigen Lo- Aund C 2
sungsbuchstaben
Punkte Aufgabe 2: 10 Punkte
Prifungsteil 2: Aufgabe 3
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | entnimmt der Abbildung die rele- | z. B. 1
vanten Daten Seitenldnge des Quadrats: 6 cm;
Hohe eines Dreiecks: 6 cm
berechnet die Mindestmalle der z.B.6cm-3=18 cm 1
Pappe
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 2)
b) | berechnet den Flicheninhalt des Quadratflache: 36 cm’ 1
Quadrates, der Dreiecke und die Dreiecksflache: 18 cm? 1
Gesamtflidche Gesamtfliche: 36 cm’+4 - 18 cm’ 1
=108 cm’
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 3)
Auswertungsanleitung 2
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Ministerium fir . . .
iterbi Prifungsarbeit Mathematik .
Schule und Weiterbildung
des Landes Nordrhein-Westfalen HaU ptSChUle (Typ A) prUfu ngen °
cl) | zeichnet ein Quadrat (Seitenldnge |z. B. 3
6 cm) in Originalgrofe mit einem
gleichschenkligen Dreieck (Hohe
6 cm) liber einer Quadratseite
c2) | bestimmt den Prozentsatz, den die | Die Dreiecksfliche macht 50 % der 2
Dreiecksflache an der Quadratfla- | Quadratfliche aus.
che einnimmt
d) | erkennt die Pythagoras-Situation | 6 cm 2
und entnimmt dem Text, der
Zeichnung bzw. der Tabelle die
relevanten Informationen 1
wendet den Satz des Pythagoras h* = (6 cm)* - (', - 6 cm)’?
angemessen an =27 cm® 1
berechnet die Hohe h=5,2cm
e) | entnimmt der Zeichnung und dem | Quadratseite: 6 cm; 1
Text die relevanten Informationen | Hohe: ca. 5,2 cm
wihlt ein geeignetes Verfahren z. B. Volumenformel 1
zur Berechnung des Volumens
einer Pyramide
berechnet das Volumen der Pyra- | V' = L. G-h= L. (6 cm)* - 5,2 cm 1
mide 3 3
3
~ 62,4 cm
Punkte Aufgabe 3: 17 Punkte
Prufungsteil 2: Aufgabe 4
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | gibt nur den Buchstaben des passenden C 1
Schaubildes an
bl) | berechnet die Kosten z.B.5-2=3 1
6€E+3-2€=12¢€
begriindet, dass sich der Kauf einer Tages- | z. B. ,,12 € ist weniger 15 €, 1
karte fiir sie nicht lohnt also lohnt sich die Tageskar-
te flr sie nicht.*
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 2)
Auswertungsanleitung 3
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Sehnle o Weltrlicin @ Priifungsarbeit Mathematik s
des Landes Nordrhein-WgestfaIen Hau ptSChUle (Typ A) prUfu ngen °
b2) | ermittelt die Besuchszeit, bei der (ohne z. B. schrittweises Addieren 2
Tageskarte) mehr als 15 € zu zahlen sind ,Bei mehr als 6 Stunden im
Freizeitbad muss man ohne
Tageskarte mindestens 16 €
bezahlen. Fiir Marco lohnt
sich der Kauf der Tageskar-
te, wenn er mindestens bis
15:26 Uhr im Freizeitbad
bleibt.” (15:25 Uhr wird
ebenfalls akzeptiert)
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 2)
cl) | entnimmt der Aufgabenstellung die rele- Mindestpreis je Besucher: 6 €; 3
vanten Informationen und berechnet die Besucherzahl: 182 880
Mindesteinnahmen z. B.
6€-182880=1097 280 €
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 3)
c2) | wihlt einen geeigneten Ansatz zur Berech- | 182 880 : 12 1
nung der durchschnittlichen Besucherzahl
pro Monat
fiihrt die Rechnung richtig durch durchschnittliche Besucher- 1
zahl pro Monat: 15 240
c3) | wihlt ein geeignetes Verfahren zur Berech- | z. B. Formel 1
nung der 2007 erwarteten Besucherzahl
berechnet die Besucherzahl z.B. 0,05 - 182 880 =9 144; 2
182 880 +9 144 =192 024
(auch ein angemessen ge-
rundeter Wert, z. B. 192 000,
wird als Ergebnis akzeptiert)
dl) | entnimmt dem Text die relevanten Infor- Strecke: 1 km; 1
mationen Bahnlédnge: 25 m
berechnet die Anzahl der zuriickzulegen- z. B. 1
den Bahnen I km=1000m
1000 m : 25 m =40
d2) | entnimmt dem Text die relevanten Infor- 4 Bahnen, 2 Minuten, 1
mationen 25 m Bahnldnge
berechnet die Anzahl der zuriickzulegen- z.B.4 - 25 m= 100 m; 1
den Bahnen und die dafiir benétigte Zeit 1000 m: 100 m = 10;
10 - 2 Minuten = 20 Minuten
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist (max. 2)
Punkte Aufgabe 4: 17 Punkte

Auswertungsanleitung 4


neubrand
Textfeld
HSA-Prüfung                                                            Seite D - 14 


HSA-Prifung Seite D - 15
Ministerium fiir - : .

Schule und Weiterbidung 0@ Priifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Hau ptSChUle (Typ A)

Umgang mit MaBeinheiten
Der Priifling gibt bei Ergebnissen angemessene Mal3einheiten an.

O nie oder fast nie (0 Punkte)
O teilweise (1 Punkt)
O fast immer oder immer (2 Punkte)

Darstellungsleistung

Der Priifling stellt seine Bearbeitung nachvollziehbar und formal angemessen dar und arbeitet
bei erforderlichen Zeichnungen hinreichend genau.

O nie oder fast nie (0 Punkte)
O teilweise (2 Punkte)
O fast immer oder immer (4 Punkte)

Ubersicht liber die Punkteverteilung

Priifungsteil 1: Aufgabe 1 21
Priifungsteil 2: Aufgabe 2 10
Priifungsteil 2: Aufgabe 3 17
Priifungsteil 2: Aufgabe 4 17
Umgang mit MalBeinheiten

Darstellungsleistung 4
Gesamt 71

Notentabelle

Note Punkte
sehr gut 62-71
gut 52 -61
befriedigend 42 - 51
ausreichend 32-41
mangelhaft 13-31
ungeniigend 0-12

Auswertungsanleitung 5
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Ministerium fiir
Schule und Weiterbildung ’
des Landes Nordrhein-Westfalen A

Bewertungsbogen zur Prifungsarbeit im Fach Mathematik

(Hauptschule Typ A)
Name: Klasse:
Schule:
Prifungsteil 1: Aufgabe 1
Anforderung Losungsqualitat
maximal EK' zK' DK’
Punktzahl

a) |wihlt ein Verfahren zur Berechnung der ... 2
b) |wihlt ein fiir einen proportionalen ... 1

fiihrt die Rechnung richtig durch 1

rundet das Ergebnis sinnvoll 1
c) |entnimmt der Abbildung und dem Text ... 1

berechnet den Umfang des Quadrates ... 1
d) |entnimmt der Abbildung den Radius ... 1

zerlegt die Figur in geeignete Teilfiguren 1

berechnet den Flacheninhalt des Quadrates 1

berechnet den Flacheninhalt der ... 2

berechnet den gesamten Flacheninhalt 1

wihlt einen anderen Losungsweg ... (6)
e) |entnimmt der Abbildung die relevanten Maf3e 1

wihlt ein geeignetes Verfahren zur ... 2
f1) |entnimmt dem Diagramm die gesuchte Anzahl 2
f2) |entnimmt dem Diagramm die relevanten ... 2

berechnet die Anzahl der Schiiler ... 1

Summe| 21

Prifungsteil 2: Aufgabe 2

Anforderung Losungsqualitat
maximal EK ZK DK
Punktzahl
a) |gibt nur den richtigen Beitragssatz an 1
b) |gibt an, dass Tom Unrecht hat 1
begriindet, dass Tom Unrecht hat 1

1 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

Nur fiir den Dienstgebrauch!

Seite 16
Ministerium fir
e priifungen.
c) |entnimmt dem Text die relevanten ... 1
wihlt ein geeignetes Verfahren zur ... 1
fiihrt die Rechnung richtig durch 2
wihlt einen anderen Losungsweg ... (4)
d1) [notiert nur den richtigen Losungsbuchstaben 1
d2) [notiert genau die beiden richtigen ... 2
Summe| 10
Priifungsteil 2: Aufgabe 3
Anforderung Losungsqualitat
maximal EK ZK DK
Punktzahl Punktzahl
a) |entnimmt der Abbildung die relevanten ... 1
berechnet die Mindestmalie der Pappe 1
wihlt einen anderen Losungsweg ... (2)
b) |Quadratflache 1
Dreiecksfliche 1
Gesamtflache 1
wihlt einen anderen Losungsweg ... (3)
c1) |zeichnet ein Quadrat (Seitenlédnge 6 cm) ... 3
c2) |bestimmt den Prozentsatz, den die ... 2
d) |erkennt die Pythagoras-Situation und ... 2
wendet den Satz des Pythagoras angemessen an 1
berechnet die Hohe 1
e) |entnimmt der Zeichnung und dem Text ... 1
wihlt ein geeignetes Verfahren zur ... 1
berechnet das Volumen der Pyramide 1
Summe| 17
Priifungsteil 2: Aufgabe 4
Anforderung Losungsqualitat
maximal EK ZK DK
Punktzahl
a) |gibt nur den Buchstaben des passenden ... 1
b1) | berechnet die Kosten 1
begriindet, dass sich der Kauf einer ... 1
wihlt einen anderen Losungsweg ... (2)
b2) | ermittelt die Besuchszeit, bei der ... 2
wihlt einen anderen Losungsweg ... (2)

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Ministerium far
Schule und Weiterbildung ’
des Landes Nordrhein-Westfalen A

HSA-Prifung
priifungen.

c1) |entnimmt der Aufgabenstellung die relevanten ...

wihlt einen anderen Losungsweg ...

c2) |wihlt einen geeigneten Ansatz zur ...

fiihrt die Rechnung richtig durch

c3) |wihlt ein geeignetes Verfahren zur ...

berechnet die Besucherzahl

d1

~

entnimmt dem Text die relevanten Informationen

berechnet die Anzahl der zuriickzulegenden ...

d2

~

entnimmt dem Text die relevanten Informationen

berechnet die Anzahl der zuriickzulegenden ...

wihlt einen anderen Losungsweg ...

Summe

maximal EK

ZK

Punktzahl

Umgang mit MaBeinheiten

2

Darstellungsleistung

4

Festsetzung der Note

maximal EK

ZK

DK

Punktzahl

Aufgabe 1

21

Aufgabe 2

10

Aufgabe 3

17

Aufgabe 4

17

Umgang mit Maf3einheiten

2

Darstellungsleistung

4

Gesamtpunktzahl

71

Paraphe

Die Prifungsarbeit wird mit der Note

bewertet.

Unterschriften, Datum:

Nur fiir den Dienstgebrauch!

Seite

D -

17
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D-1 Die, MSA-Priifung”
fur Hauptschule 10 B, Realschule und
Gesamtschule / Erweiterungskurs

D-2.1 Die Vorgaben des Ministerium fiir Schule und Weiterbildung

des Landes Nordrhein-Westfalen

D-2.2 Die Aufgaben

D-2.3 Die Auswertungsanleitungen des Ministerium fiir Schule und
Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen
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NRW. priifungen.

Zentrale Prifungen am Ende der Klasse 10 an
Realschulen

Unterrichtliche Voraussetzungen fur die schriftlichen Prifungen
im Jahr 2008

Vorgaben fur das Fach Mathematik

1 Hinweise zur Konzeption und Vorbereitung der schriftlichen Prifung

1.1 Struktur der schriftlichen Prifung
Die schriftliche Prifung besteht aus zwei Teilen:

Im ersten Teil werden Basiskompetenzen (vgl. Abschnitt 2.1) in einzelnen, nicht aufeinander
bezogenen Teilaufgaben Uberprift. Diese Teilaufgaben orientieren sich an den Aufgaben-
formaten der Lernstandserhebungen.

Im zweiten Teil werden komplexere Aufgaben mit jeweils mehreren Teilaufgaben zu einem
Kontext gestellt. Mit diesen Aufgaben werden (vgl. Abschnitt 2.2) insgesamt Kompetenzen
aus allen vier Prozessbereichen (Argumentieren/Kommunizieren, Problemlésen, Modellie-
ren, Werkzeuge) und allen vier Inhaltsbereichen (Arithmetik/Algebra, Funktionen, Geometrie,
Stochastik) Uberprift. Die Aufgaben beziehen sich auf den Unterricht in den Jahrgangsstufen
9 und 10. Fir ihre Bearbeitung kdnnen aber auch Kompetenzen erforderlich sein, welche die
Schilerinnen und Schiiler in den zurtickliegenden Schuljahren erworben haben.

Bei der Auswertung der Aufgaben wird der Umgang mit MaReinheiten sowie die Nachvoll-
ziehbarkeit, formale Angemessenheit und Genauigkeit der Darstellung von Lésungen geson-
dert bertcksichtigt.

1.2 Vorbereitende Klassenarbeit

Die Schulerinnen und Schiler sollen auf die konkreten Bedingungen vorbereitet sein. Daher
wird den Schulen empfohlen, in der Jahrgangsstufe 10 eine der regularen Klassenarbeiten
unter den Bedingungen der zentralen Prifung (z. B. Aufgabenformate des zweiten Prifungs-
teils mit entsprechendem Bewertungsverfahren) zu schreiben.

1.3 Hilfsmittel

Die Schilerinnen und Schiler sollen im Umgang mit den folgenden in der schriftlichen Pri-
fung zugelassenen Hilfsmitteln vertraut sein:

— Zirkel und Geodreieck,
— Formelsammlung®,
— Wissenschaftlicher Taschenrechner?.

! pauschal zugelassen sind handelstibliche Formelsammlungen ohne eigene Erganzungen. Im Inter-
netangebot ,Prifungen 10“ (http://www.learn-line.nrw.de/angebote/pruefungen10/) wird eine Formel-
sammlung zum Download angeboten.

Z Zugelassen sind alle fir die Schule tblichen elektronischen Rechenhilfsmittel. Genauere Bestim-
mungen kénnen den separaten Erlauterungen ,wissenschatftlicher Taschenrechner” (http://www.learn-
line.nrw.de/angebote/pruefungenl0/download/Elektronische Rechenhilfsmittel.pdf) entnommen wer-
den.

Realschule, Mathematik 1
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2 Unterrichtliche Schwerpunkte flr die Vorbereitung auf die schriftliche
Priafung im Jahr 2008

Grundlage fiur die zentral gestellten Aufgaben der schriftlichen Prifung sind die Vorgaben
des Kernlehrplans (gem. RdErl. d. Ministeriums fur Schule, Jugend und Kinder v. 27.9.2004).
Mit den Kompetenzerwartungen des Kernlehrplans sind nicht immer Festlegungen auf rele-
vante Inhalte verbunden. Um allen Schilerinnen und Schiilern vergleichbare Lerngelegen-
heiten bieten zu kénnen, sind also zusétzlich konkretisierende Vorgaben fir den Unterricht
erforderlich.

Die Verpflichtung zur Beachtung der gesamten Obligatorik des Kernlehrplans — vor allem
Kapitel 2 ,Anforderungen am Ende der Sekundarstufe 1“ und Kapitel 3.3 ,Kompetenzerwar-
tungen am Ende der Jahrgangsstufe 10“ — bleibt von den folgenden Schwerpunktsetzungen
unberthrt. Die Realisierung dieser Obligatorik liegt in der Verantwortung der Schule. Zur
Vorbereitung auf die schriftliche Prifung sind auBerdem die in Kapitel 4 des Kernlehrplans
aufgefuhrten Aufgaben zu beachten, die die fachlichen Standards und Kompetenzerwartun-
gen veranschaulichen und konkretisieren.

Die folgenden Schwerpunktsetzungen gelten fir die Vorbereitung auf die zentrale Prifung im
Jahr 2008.

2.1 Schwerpunktsetzungen fur den ersten Teil der schriftlichen Prifung

Alle Schilerinnen und Schiler sollen in solchen Kompetenzen geférdert werden, die fir ei-
nen angemessenen Umgang mit Zahlen und GrofR3en im Alltag sowie fur das vertiefte An-
wenden und Betreiben von Mathematik eine besondere Rolle spielen (Basiskompetenzen).
Im Jahr 2008 werden folgende aus der Breite der Kompetenzbereiche ausgewéhlte Basis-
kompetenzen Uberprift:

— Schatzen und Runden (siehe z. B. Aufgabe Schnur LSE 2005, Aufgabe Schulbus LSE 2004, Bei-

spielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1a) und 1e)),

— die Bestimmung von Flachen und Volumina bei einfachen Figuren und Koérpern (Dreiecke, Vier-
ecke, Kreise, Quader und Zylinder sowie daraus zusammengesetzte Figuren bzw. Kdrper; siehe
z. B. Aufgabe Flacheninhalte LSE 2005, Beispielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1c) und d)),

— das Erkennen einfacher proportionaler und antiproportionaler Zuordnungen (siehe z. B. Aufgabe
Brétchen LSE 2004, Beispielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1b)),

— die Entnahme mathematischer Informationen aus einfachen Texten, Grafiken und Diagrammen
(siehe z. B. Aufgabe Fahrradtour LSE 2005, Beispielarbeit Priifungen 10: Aufgabe 1f)),

— die Bestimmung von elementaren Wahrscheinlichkeiten (siehe z. B. Aufgabe Gliicksrad LSE 2004),
— der Umgang mit Variablen, Termen und Gleichungen (siehe z. B. Aufgabe Kino LSE 2005).

Realschule, Mathematik 2
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2.2 Thematisch-inhaltliche Schwerpunkte fir den zweiten Teil der schriftlichen
Prafung

Da angemessene Lernsituationen im Mathematikunterricht immer inhalts- und prozessbezo-
gene Kompetenzen zugleich férdern, werden die gemeinsamen Lerngelegenheiten, die allen
Schilerinnen und Schiler ermdglicht werden sollen, in der folgenden ,Kompetenzmatrix“
verortet. Die empfohlenen gemeinsamen Lerngelegenheiten skizzieren Themen und Inhalte,
durch deren Bearbeitung alle Schulerinnen und Schiiler auf Anforderungen der schriftlichen
Prifung vorbereitet werden kénnen.

Arithmetik / Algebra Funktionen Geometrie Stochastik
3 .’ a
Argumentieren / |Erlauterung mathematischer |- Analyse und Bewertung Analyse von grafischen Dar-
Kommunizieren | 7;sammenhange mit eigenen funktionaler Zusammenhan- stellungen statistischer Daten
Worten und geeigneten Fach- ge in authentischen Texten und deren Manipulation (z. B.
begriffen beim Umgang mit (z. B. Zeitungstexte oder aus Zeitungsartikeln)
linearen oder quadratischen Gebrauchsanweisungen)
Gleichungen - Interpretation von grafischen
Darstellungen funktionaler
Zusammenhéange
Problemlésen Bestimmung unbekannter
GroRen durch Zerlegen von
9 Figuren, mit Hilfe des Satzes
von Pythagoras oder mit Hilfe
o von Ahnlichkeitsbeziehungen
Modellieren Erstellung, Nutzung und Erstellung, Nutzung und Nutzung von Baumdiagram-
", Interpretation von Modellen Interpretation von Modellen men zur Beurteilung von
aus den Bereichen: aus den Bereichen: Chancen und Risiken
x - Tarife - Architektur (z. B. Formen
- Weg-Zeit-Zusammenhange von Gebauden)
- Wachstumsprozesse (linear |~ Verpackungen
oder exponentiell)
- Prozent-, Zins- und Zinses-
zinsrechnung (z. B. Preisre-
duktion, Spar- und Kreditmo-
delle)
Werkzeuge  |Verwendung des Taschen- Nutzung verfigbarer Werkzeu-
i rechners (z. B. kritische Refle- ge zur Bearbeitung geometri-
xion von Ergebnissen) scher Situationen (z. B. Nut-
zung von Zirkel und Geodrei-
‘ eck)

3 Beispielarbeiten

Diese unterrichtlichen Vorgaben werden durch Beispielarbeiten und veroffentlichte Pru-
fungsarbeiten konkretisiert, denen die schulformspezifischen und bildungsgangbezogenen
Ausformungen der Kompetenzen zugrunde liegen. Dadurch wird u. a. das Anforderungsni-
veau der schriftlichen Prifung veranschaulicht.

Realschule, Mathematik 3
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Ministerium fir U i i
Ministerium @ ioung ’ Prifungsarbeit Mathematik riifuneen
des Landes Nordrhein-Westfalen Rea|SChU|e p g °

Priifungsteil 1: Aufgabe 1

a)

In welchem Mal3stab miisste das abgebildete Modellauto
vergrofert werden, damit es ungefihr so grofl wére wie das
Original? Kreuze an!

ol:10 o 1:100 o 1:1000 o 1:10000

b) Kann man aus dem jeweiligen Netz einen geschlossenen Quader bauen? Kreuze an!

b)) oja O nein b,) oja O nein b;) O ja O nein

c) Berechne das Volumen des Werkstiicks. Die Mafle in der Zeichnung sind

in cm angegeben. Notiere deine Rechnung. 4

10
4
6
5
A

d) Fiir den Bau von Treppen verwendet man hiufig die folgende y

»SchrittmafBregel* (siehe Skizze): Y.

x+2y=63cm

Gib ein Wertepaar fiir x und y an, das die Gleichung erfiillt und fiir <

den Bau einer Treppe sinnvoll ist. x
e) Blitz und Donner entstehen zur gleichen Zeit am gleichen Ort. Der Schall legt einen Kilometer in

3,3 Sekunden zuriick. Das Licht ist so schnell, dass man es auch in grofer Entfernung nahezu im

Moment des Blitzes sieht.

el) Wie weit ist ein Gewitter entfernt, wenn es 17 Sekunden nach dem Blitz donnert? Notiere

deine Rechnung.
e2) Wie lange dauert es, bis es donnert, wenn der Blitz 8 km entfernt entsteht? Notiere deine
Rechnung.

f) Ein mit den Zahlen ,,1 bis ,,6 beschrifteter Quader wurde insgesamt 2 000-mal geworfen. Das

Diagramm zeigt die relative Haufigkeit des Wurfergebnisses ,,4“ nach 100, 200, 300, 400 usw.

Wiirfen. 03
0,29
. e e . T 028
f1) Wie oft ist die ,,4* bei 200 Wiirfen gefallen? £ 007
Notiere deine Rechnung. 2 o026 * ¢
s ] L 4
o Sl e tette vue senets
f2) Gib mit Hilfe des Diagramms einen £ o "
Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass £ ), |
bei dem benutzten Quader eine ,,4° fillt. 021
0,2 T T
0 500 1000 1500 2000

Anzahl der Wiirfe

Aufgabenstellung 1
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Ministenom e Prufungsarbeit Mathematik v
Schule und Weiterbildung
W@ Realschule prUfungen'

des Landes Nordrhein-Westfalen

Prifungsteil 2: Aufgabe 2

Auf vielen Getreidefeldern in den USA werden wegen der Trockenheit im Sommer
Bewisserungsanlagen eingesetzt. Sie sind im Mittelpunkt fest montiert und lange ,,Arme* mit Wasser-
rohren fahren auf groen Rddern kreisformig iiber die Felder (siche Abbildung).

\/ \(‘

& WY e, lh
»M, @y um v
P Nv‘ W&‘@w(\,\(\(\

§

N
\ \"/\ WA
m(,W AR S EQAIR

(s (‘V}A’/\WH’ (f‘v\"/‘\\i:ﬁkr\f/g \

AT

2

Farmer Jackson setzt Anlagen ein, die jeweils eine Armliange von 225 m haben.
a) Berechne die Kreisfliche, die mit einer Anlage bewissert werden kann. Notiere deine Rechnung.

b) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich der d&ullere Endpunkt eines solchen Wasserrohres, wenn
die Anlage drei Umdrehungen in einer Stunde macht? Gib die Geschwindigkeit in km/h an.
Notiere deine Rechnung.

Aus dem Flugzeug sieht Jacksons Getreidefeld aus wie auf
der Skizze rechts: Die bewésserten Kreisflichen sehen griin
(hier: weiB) aus, das andere Geldnde ist braun (hier: grau).

c) Die Fliche, die nicht bewdssert wird, soll berechnet
werden. Beschreibe einen moglichen Losungsweg, ohne
zu rechnen.

Farmer Jackson muss seine Wasserleitungen erneuern, die von
einem Brunnen in der Mitte des Geldndes zu den
Mittelpunkten aller Kreisflichen fiihren (siche Pfeile).

d) Berechne die Gesamtldange aller Wasserleitungen. Notiere
deine Rechnung.

Aufgabenstellung 2
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Ministerium fiir (] i i

St oo\ g 5@ Prifungsarbeit Mathematik
Realschule

des Landes Nordrhein-Westfalen

priifungen.
Prifungsteil 2: Aufgabe 3
In Untersuchungen mit Sportlern wurden Schétzwerte fiir Fehlerwahrscheinlichkeiten in

unterschiedlichen Situationen ermittelt. Ziel war es, mogliche Fehler durch zielgerichtetes Training
weitgehend auszuschlieBen.

o seheintekei
A | Einfache und hiufig durchgefiihrte Aufgabe 0,001
B | oft geilibte Aufgabe unter Zeitdruck 0,01
C |schwierige Aufgabe 0,1
D |schwierige Aufgabe unter Stress 0,3

a) In welcher der beschriebenen Situationen tritt die Fehlerwahrscheinlichkeit 1 - 10 auf? Notiere
den zugehorigen Buchstaben in deinen Unterlagen.

b) Ein Basketballspieler hat im Training eine Trefferquote von 90 % bei Freiwiirfen. Welcher der
Situationen entspricht dies? Notiere den zugehdrigen Buchstaben in deinen Unterlagen.

¢) Schwierige Aufgaben unter Stress werden von Sportlern mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von
0,3 ausgefiihrt. Beurteile, ob die folgenden Aussagen stimmen. Kreuze an.

stimmt

Das bedeutet, dass stimmt .
nicht

es in etwa 30 % der Fille zu einem Fehler kommt.

die Fehlerwahrscheinlichkeit 3 - 10~ betrigt.

30 Fehler gemacht werden.

in 3 von 10 Fillen sicher ein Fehler auftritt.

d) Ineinem Spiel erhilt ein Spieler zwei Freiwiirfe. Seine :]
Trefferwahrscheinlichkeit bei jedem Freiwurf in diesem L
Spiel betrégt stressbedingt nur noch 70 %. T,
d1l) Trage in die Késtchen die Wahrscheinlichkeiten fiir (:J X

die Aste ein.

d2) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
Spieler bei beiden Freiwiirfen trifft? Notiere deine
Rechnung. X

T

X

T, : Treffer beim ersten Freiwurf

X :kein Treffer beim ersten Freiwurf
T, : Treffer beim zweiten Freiwurf

X :kein Treffer beim zweiten Freiwurf

d3) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird er nur einmal
treffen? Notiere deine Rechnung.

Aufgabenstellung 3
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Ministerium fur W@ Prifungsarbeit Mathematik

Schule und Weiterbildung
Realschule

des Landes Nordrhein-Westfalen

priifungen.

Prifungsteil 2: Aufgabe 4

. | -

Das Foto oben zeigt eine Hiangebriicke. Die Stahlseile sind in einer Héhe von 80 m iiber der Strafie an
den Briickenpfeilern befestigt.

Der Verlauf des Stahlseils zwischen den Briickenpfeilern kann annidhernd durch eine Parabel
beschrieben werden.

y A
Male in m
p P> (2
1 s »(200(80)
R (0[5) p
[ | 3 [
| | 1 T L
-300 200 100 0 100 200 300 *
- a >

a) Wie hoch hingt das Stahlseil zwischen den Briickenpfeilern an seiner tiefsten Stelle (Py) liber der
Fahrbahn? Notiere den Wertin deinen Unterlagen.

b) Wie viele Meter betrdgt der Abstand a der beiden Briickenpfeiler?
c) Der Punkt P, hat die Koordinaten P, (200|80). Bestimme die Koordinaten von P;.

d) Eine der folgenden Funktionsgleichungen gehdrt zu der Parabel, die den Verlauf des Stahlseils
beschreibt.

A B C
y=-0,001875x>+5 y= 0,001875x*+5 y=0,001875x*~5

d1) Notiere den zugehorigen Losungsbuchstaben in deinen Unterlagen.

d2) Erklére, warum die beiden anderen Funktionsgleichungen die Parabel nicht beschreiben.

e) Berechne die Lange der Strecke P,P; . Notiere deine Rechnung.

Aufgabenstellung 4
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Ministenom e Prufungsarbeit Mathematik v
Schule und Weiterbildung
W@ Realschule prUfungen'

des Landes Nordrhein-Westfalen

Die folgende Abbildung zeigt eine andere Hangebriicke. Die Stahlseile sind in einer Hohe von 48 m
tiber der Stralle an den Briickenpfeilern befestigt.

y

48 m

T T

A 4

Das Stahlseil zwischen den Briickenpfeilern hat annidhernd die Form einer Parabel.
Die Funktionsgleichung dieser Parabel lautet y = 0,002-x* + 3 (x und y in Metern).

f) Berechne mit Hilfe der Funktionsgleichung den Abstand zwischen den Briickenpfeilern. Notiere
deine Rechnung.

Eine Bogenbriicke (vgl. Abbildung unten) hat anndhernd die Form einer Parabel mit zugehoriger
Funktionsgleichung y =—0,007-x* + 1,3-x (x und y in Metern).

Y

&
<

g) Bestimme die Spannweite s. Notiere deine Rechnung.

Aufgabenstellung 5


neubrand
Textfeld
MSA-Prüfung                                                            Seite D - 27


MSA-Prifung Seite D - 28
Schuie und Werterbildung Prufungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Rea|SChU|e ®
Prifungsteil 1: Aufgabe 1
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) kreuzt den richtigen MaBstab an 1:100 2
b) kreuzt jeweils die richtige Antwort an b;) K ja O nein 1
b,) O ja K nein 1
bs) O ja K nein 1
c) wihlt ein Verfahren zur Berechnung des | z. B.: unterteilt die Vorderfldche in 1
Volumens des Werkstiicks Rechtecke, deren Flacheninhalte
berechnet werden:
4cm-4cm+10cm - 5 cm =66 cm’ 1
berechnet das Volumen V=66 cm’- 6 cm=2396 cm’ 1
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
d) gibt ein mdgliches, sinnvolles Wertepaar | z. B.: x =33 cm, y =15 cm 2
an Werte zwischen 10 cm und 20 cm
werden fiir die Treppenhohe (v) als
sinnvoll betrachtet.
el) | entnimmt die relevanten Daten 17 Sekunden; 3,3 Sekunden pro km 1
berechnet die Entfernung z.B.:17:3,3=5,15... 1
,,.Das Gewitter ist 5,2 km entfernt.*
e2) | entnimmt die relevanten Informationen 8 km; 3,3 Sekunden pro km 1
aus dem Text
berechnet die Zeit 8-3,3=264 1
,,Der Donner braucht ca. 26
Sekunden.*
fl) | entnimmt die relevanten Daten aus dem | abgelesen: 200 Wiirfe; 1
Text und dem Diagramm relative Haufigkeit: 0,265
berechnet die absolute Haufigkeit des 200 - 0,265 =153
Wurfergebnisses ,,4* Unter 200 Wiirfen waren 53 ,,4en‘. 2
f2) | entnimmt dem Diagramm die relevanten | ,,Der Schitzwert fiir die 2
Daten Wabhrscheinlichkeit der ,,4 liegt bei
0,25.“ (Akzeptiert werden Werte
zwischen 0,245 und 0,255.)
Punkte Aufgabe 1: 19 Punkte

Prufungsteil 2: Aufgabe 2

Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) entnimmt dem Text und der Zeichnung r=225m 1
die relevanten Daten
wihlt einen geeigneten Losungsweg zur | A =7 - 1> 1
Berechnung der Flache
berechnet die Fliche A=m-(225m)* =159 043,1... m’ 1
~159 043 m’
Auswertungsanleitung 1
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Schule und Werterbildung Prufungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Realschule °
b) entnimmt die relevanten Daten r=225m 1
berechnet die Geschwindigkeit z. B.: 1
u=2-m-r
u=2-m-225m
u=1413,7... m
3u=4241,1... m 1
gibt die Geschwindigkeit in km/h an v =424 km/h 1
wéhlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4
) beschreibt einen Losungsweg in z. B.: ,,Die nicht bewisserte Flache
sprachlicher oder formalisierter Form besteht aus 6 Quadratflichen der 3
Kantenldnge 450 m, von denen die 6
Kreisflachen abgezogen werden.
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
d) | bestimmt die Lénge eines kurzen Rohres | Lange: 225 m 1
und entnimmt relevante Daten fiir die z. B.: Katheten der Lange 225 m und
langeren Rohre aus Text und Zeichnung | 450 m
berechnet die Rohrldnge mit Hilfe des
Satzes von Pythagoras 225% + 450> =253 125 3
Lénge eines Rohres: ca. 503 m
berechnet die Gesamtlidnge der
Wasserrohre 2:225m+4-503m=2462m 1
wéhlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 5
Punkte Aufgabe 2: 15 Punkte

Prifungsteil 2: Aufgabe 3

Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | notiert nur den richtigen Losungs- B 1
buchstaben
b) | notiert nur den richtigen Ldsungs- | C 1
buchstaben
c) | kreuzt stimmt bzw. stimmt nicht jeweils A: stimmt 1
richtig an B: stimmt 1
C: stimmt nicht 1
D: stimmt nicht 1
dl) | erginzt die Wahrscheinlichkeiten 2
03 ) %
Auswertungsanleitung 2
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Schuie und Werterbildung Prufungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Rea|SChU|e
d2) | entnimmt die relevanten Daten aus dem Erfolgswahrscheinlichkeit: 0,7 1
Text und der Tabelle Ereignisse: T, und T,
wihlt ein geeignetes Verfahren zur P(T;und T,)=0,7 - 0,7 1
Berechnung der Wahrscheinlichkeit
berechnet die Wahrscheinlichkeit P(T;und T,) = 0,49 1
wéhlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
d3) | entnimmt die relevanten Daten aus dem | Erfolgswahrscheinlichkeit: 0,7 1
Text und der Tabelle (T, und £ oder (£, und T,)
wihlt ein geeignetes Verfahren zur P(T,; und &) + P(£, und Ty) 1
Berechnung der Wahrscheinlichkeit =0,7-03+0,3-0,7
berechnet die Wahrscheinlichkeit =0,42 1
wéhlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
Punkte Aufgabe 3: 14 Punkte

Prifungsteil 2: Aufgabe 4

Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | entnimmt der Abbildung die relevanten Sm 1
Daten
b) | bestimmt den Abstand a zwischen den 400 m 1
beiden Briickenpfeilern
¢) | notiert die Koordinaten des Punktes P, P, (— 200/80) 1
d1l) | notiert nur den richtigen B 1
Losungsbuchstaben
d2) | nutzt mathematische Kenntnisse aus dem | z. B.: ,,Die Parabel, die durch die 2
Bereich der quadratischen Funktionen fiir | Gleichung —0,001875x >+ 5
eine Begriindung beschrieben wird, ist nach unten
geoffnet. Der Scheitelpunkt der
Funktion 0,001875-x >— 5 liegt
unterhalb der x-Achse.*
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 2
e) | entnimmt die relevanten Daten aus der rechtwinkliges Dreieck mit den 1
Abbildung Kathetenldngen 80 m und 100 m
wendet den Safz von Pythagoras zur 2 B. (ﬁ)l — (80m)* + (100m)’ 2
Berechnung Linge der Strecke P,P; an
) _ 55 1
berechnet die Linge der Strecke P,Py P,P,=4/16400 m’ = 128,06 m
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4
Auswertungsanleitung 3
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Ministerium fiir

Seite D - 31

i Prifungsarbeit Mathematik .
Schule und Weiterbild
dgs LIl.aen‘::lr:es Ng:'cere:in?Vr\‘lgestfalen Rea|SChU |e prUfu nge n °
1) entnimmt dem Text und der Abbildung z. B.: Koordinaten: P (x|48) 1
die relevanten Daten Funktionsgleichung:
y=0,002:x>+ 3
stellt eine Gleichung zur Bestimmung der | 48 = 0,002:x* + 3 1
Punkte auf
16st die quadratische Gleichung x12 = £150 1
berechnet den Abstand 300 m 1
wéhlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4
g) | entnimmt dem Text und der Abbildung z. B.: 1
die relevanten Daten s ist Nullstelle
Funktionsgleichung:

stellt die zur Bestimmung der Spannweite
notwendige quadratische Gleichung auf

y=-— 0,007-x* + 1,3x

Berechnung der Nullstellen
0=—-0,007-(x* — (1,3:0,007)x)

16st die quadratische Gleichung x1=0;x, = 185,7 1

bestimmt die Spannweite s s=185,7m 1

wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4
Punkte Aufgabe 4: 18 Punkte

Ubersicht iiber die Punkteverteilung

Priifungsteil 1: Aufgabe 1 19
Priifungsteil 2: Aufgabe 2 15
Priifungsteil 2: Aufgabe 3 14
Priifungsteil 2: Aufgabe 4 18
Umgang mit MalBleinheiten 3
Darstellungsleistung 6
Gesamt 75
Notentabelle

Note Punkte
sehr gut 65—-175
gut 55-64
befriedigend 44 — 54
ausreichend 34-43
mangelhaft 14-33
ungeniigend 0-13

Auswertungsanleitung
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Ministerium far Ministerium far
Schule und Weiterbildung ’ 1 Schule und Weiterbildung ’ 1
des Landes Nordrhein-Westfalen prUfu nge n. des Landes Nordrhein-Westfalen A prUfu nge n.

Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit im Fach Mathematik b) ~|entnimmt die relevanten Daten 1
(Realschule) berechnet dfe Geschw!ndfgkeft (Formel) 1
berechnet die Geschwindigkeit (Wert) 1
Name: Klasse: gibt die Geschwindigkeit in km/h an 1
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (4)
Schule: c) |beschreibt einen Lésungsweg ... 3
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (3)
d) |[bestimmt die Lange eines kurzen Rohres ... 1
PrUfungSteil 1: AUfgabe 1 berechnet die Rohrlange ... 3
Anforderung Losungsqualitat berechnet die Gesamtlange der Wasserrohre 1
omaeare | EK! ZK' DK’ o -
ol hnare wahlt einen anderen Losungsweg, ... (5)
a) |kreuzt den richtigen Mafstab an 2 Summe| 15
b1) |ja 1
b2) |nein 1 - .
b3) |nein 1 Priifungsteil 2: Aufgabe 3
c) |wahltein Verfahren ... 1 Anforderung _ Losungsqualitat
... zur Berechnung des Volumens ... 1 ::g. o - et
berechnet das Volumen 1 a) |notiert nur den richtigen Lésungsbuchstaben 1
wahlt einen anderen Losungsweg, ... (3) b) [notiert nur den richtigen Lésungsbuchstaben 1
d) |gibt ein mogliches, sinnvolles Wertepaar an 2 c) |stimmt 1
e1) |entnimmt die relevanten Daten 1 stimmt 1
berechnet die Entfernung 1 stimmt nicht 1
e2) |entnimmt die relevanten Informationen ... 1 stimmt nicht 1
berechnet die Zeit 1 d1) |ergéanzt die Wahrscheinlichkeiten 2
f1) |entnimmt die relevanten Daten ... 1 d2) |entnimmt die relevanten Daten ... 1
berechnet die absolute Haufigkeit ... 2 wahlt ein geeignetes Verfahren ... 1
f2) |entnimmt dem Diagramm die ... Daten 2 berechnet die Wahrscheinlichkeit 1
Summe| 19 wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (3)
d3) |entnimmt die relevanten Daten ... 1
wahlt ein geeignetes Verfahren ... 1
Prifungsteil 2: Aufgabe 2 berechnet die Wahrscheinlichkeit 1
Anforderung i Losungsqualitat wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (3)
e;?je?if::f»a:r}le EK ZK DK Summe| 14
a) |entnimmtdem Textund ... 1
wahlt einen geeigneten Losungsweg ... 1
berechnet die Flache 1 Prifungsteil 2: Aufgabe 4
Anforderung Losungsqualitat
maximal EK ZK DK
Punktzahl
a) |entnimmt der Abbildung ... 1
! EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur2 b) bestimmt den Abstand a ... 1

Nur fiir den Dienstgebrauch! Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Ministerium far ’ Ministerium far
Schule und Weiterbildung 1 Schule und Weiterbildung ’ 1
des Landes Nordrhein-Westfalen prUfu nge n. des Landes Nordrhein-Westfalen prUfu nge n.

c) |notiert die Koordinaten des Punktes P4 1
d1) | notiert den richtigen Lésungsbuchstaben 1 Festsetzung der Note
d2) |nutzt mathematische Kenntnisse ... 2 P’:‘j:’:’:l EK ZK DK
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (2) Aufgabe 1 19
e) |entnimmt die relevanten Daten ... 1
wendet den Satz von Pythagoras ... 2 Aufgabe 2 15
berechnet die Lange der Strecke ... 1 Aufgabe 3 14
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (4) Aufgabe 4 18
f) |entnimmt dem Text und der Abbildung die ... 1
stellt eine Gleichung zur Bestimmung ... 1 Umgang mit MaReinheiten 3
|6st die quadratische Gleichung 1 Darstellungsleistung 6
berechnet den Abstand 1 Gesamtpunktzahl 75
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (4)
g) |entnimmt dem Text und der Abbildung die ... 1 Paraphe
stellt die ... quadratische Gleichung auf 1
16st die quadratische Gleichung 1
bestimmt die Spannweite s 1
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (4)
Summe| 18
Die Prufungsarbeit wird mit der Note bewertet.
maximal EK ZK DK
Punktzahl — — — Unterschriften, Datum:
Umgang mit MaReinheiten 3
Darstellungsleistung 6

Nur fiir den Dienstgebrauch! Nur fiir den Dienstgebrauch!
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D-3 Die, MSA-Gy-Priifung”
fiir Gymnasium

D-3.1 Die Vorgaben des Ministerium fiir Schule und Weiterbildung
des Landes Nordrhein-Westfalen

D-3.2 Die Aufgaben

D-3.3 Die Auswertungsanleitungen des Ministerium fiir Schule und
Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen
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NRW. priifungen.

Zentrale Prifungen am Ende der Klasse 10 an
Gymnasien

Unterrichtliche Voraussetzungen fur die schriftlichen Prifungen
im Jahr 2008

Vorgaben fur das Fach Mathematik

1 Hinweise zur Konzeption und Vorbereitung der schriftlichen Prifung

1.1 Struktur der schriftlichen Prifung
Die schriftliche Prifung besteht aus zwei Teilen:

Im ersten Teil werden Basiskompetenzen (vgl. Abschnitt 2.1) in einzelnen, nicht aufeinander
bezogenen Teilaufgaben Uberprift. Diese Teilaufgaben orientieren sich an den Aufgaben-
formaten der Lernstandserhebungen.

Im zweiten Teil werden komplexere Aufgaben mit jeweils mehreren Teilaufgaben zu einem
Kontext gestellt. Mit diesen Aufgaben werden (vgl. Abschnitt 2.2) insgesamt Kompetenzen
aus allen vier Prozessbereichen (Argumentieren/Kommunizieren, Problemlésen, Modellie-
ren, Werkzeuge) und allen vier Inhaltsbereichen (Arithmetik/Algebra, Funktionen, Geometrie,
Stochastik) Uberprift. Die Aufgaben beziehen sich auf den Unterricht in den Jahrgangsstufen
9 und 10. Fir ihre Bearbeitung kdnnen aber auch Kompetenzen erforderlich sein, welche die
Schilerinnen und Schiiler in den zurtickliegenden Schuljahren erworben haben.

Bei der Auswertung der Aufgaben wird der Umgang mit MaReinheiten sowie die Nachvoll-
ziehbarkeit, formale Angemessenheit und Genauigkeit der Darstellung von Lésungen geson-
dert bertcksichtigt.

1.2 Vorbereitende Klassenarbeit

Die Schulerinnen und Schiler sollen auf die konkreten Bedingungen vorbereitet sein. Daher
wird den Schulen empfohlen, in der Jahrgangsstufe 10 eine der regularen Klassenarbeiten
unter den Bedingungen der zentralen Prifung (z. B. Aufgabenformate des zweiten Prifungs-
teils mit entsprechendem Bewertungsverfahren) zu schreiben.

1.3 Hilfsmittel

Die Schilerinnen und Schiler sollen im Umgang mit den folgenden in der schriftlichen Pri-
fung zugelassenen Hilfsmitteln vertraut sein:

— Zirkel und Geodreieck,
— Formelsammlung®,
— Wissenschaftlicher Taschenrechner?.

! pauschal zugelassen sind handelsiibliche Formelsammlungen ohne Erganzungen. Im Internetange-
bot ,Prufungen 10“ (http://www.learn-line.nrw.de/angebote/pruefungenl10/) wird eine Formelsammlung
zum Download angeboten.

Z Zugelassen sind alle fir die Schule tblichen elektronischen Rechenhilfsmittel. Genauere Bestim-
mungen kénnen den separaten Erlauterungen ,wissenschatftlicher Taschenrechner” (http://www.learn-
line.nrw.de/angebote/pruefungenl0/download/Elektronische Rechenhilfsmittel.pdf) entnommen wer-
den.

Gymnasium, Mathematik 1
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2 Unterrichtliche Schwerpunkte flr die Vorbereitung auf die schriftliche
Priafung im Jahr 2008

Grundlage fiur die zentral gestellten Aufgaben der schriftlichen Prifung sind die Vorgaben
des Kernlehrplans (gem. RdErl. d. Ministeriums fur Schule, Jugend und Kinder v. 27.9.2004).
Mit den Kompetenzerwartungen des Kernlehrplans sind nicht immer Festlegungen auf rele-
vante Inhalte verbunden. Um allen Schilerinnen und Schiilern vergleichbare Lerngelegen-
heiten bieten zu kénnen, sind also zusétzlich konkretisierende Vorgaben fir den Unterricht
erforderlich.

Die Verpflichtung zur Beachtung der gesamten Obligatorik des Kernlehrplans — vor allem
Kapitel 2 ,Anforderungen am Ende der Sekundarstufe 1“ und Kapitel 3.3 ,Kompetenzerwar-
tungen am Ende der Jahrgangsstufe 10“ — bleibt von den folgenden Schwerpunktsetzungen
unberthrt. Die Realisierung dieser Obligatorik liegt in der Verantwortung der Schule. Zur
Vorbereitung auf die schriftliche Prifung sind auBerdem die in Kapitel 4 des Kernlehrplans
aufgefuhrten Aufgaben zu beachten, die die fachlichen Standards und Kompetenzerwartun-
gen veranschaulichen und konkretisieren.

Die folgenden Schwerpunktsetzungen gelten fir die Vorbereitung auf die zentrale Prifung im
Jahr 2008.

2.1 Schwerpunktsetzungen fur den ersten Teil der schriftlichen Prifung

Alle Schilerinnen und Schiler sollen in solchen Kompetenzen geférdert werden, die fir ei-
nen angemessenen Umgang mit Zahlen und GrofR3en im Alltag sowie fur das vertiefte An-
wenden und Betreiben von Mathematik eine besondere Rolle spielen (Basiskompetenzen).
Im Jahr 2008 werden folgende aus der Breite der Kompetenzbereiche ausgewéhlte Basis-
kompetenzen Uberprift:

— Schatzen und Runden (siehe z. B. Aufgabe Schnur LSE 2005, Aufgabe Schulbus LSE 2004, Bei-

spielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1a) und 1e)),

— die Bestimmung von Flachen und Volumina bei einfachen Figuren und Koérpern (Dreiecke, Vier-
ecke, Kreise, Quader und Zylinder sowie daraus zusammengesetzte Figuren bzw. Kdrper; siehe
z. B. Aufgabe Flacheninhalte LSE 2005, Beispielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1c) und d)),

— das Erkennen einfacher proportionaler und antiproportionaler Zuordnungen (siehe z. B. Aufgabe
Brétchen LSE 2004, Beispielarbeit Prifungen 10: Aufgabe 1b)),

— die Entnahme mathematischer Informationen aus einfachen Texten, Grafiken und Diagrammen
(siehe z. B. Aufgabe Fahrradtour LSE 2005, Beispielarbeit Priifungen 10: Aufgabe 1f)),

— die Bestimmung von elementaren Wahrscheinlichkeiten (siehe z. B. Aufgabe Gliicksrad LSE 2004),
— der Umgang mit Variablen, Termen und Gleichungen (siehe z. B. Aufgabe Kino LSE 2005).

Gymnasium, Mathematik 2
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2.2 Thematisch-inhaltliche Schwerpunkte fir den zweiten Teil der schriftlichen
Prafung

Da angemessene Lernsituationen im Mathematikunterricht immer inhalts- und prozessbezo-
gene Kompetenzen zugleich férdern, werden die gemeinsamen Lerngelegenheiten, die allen
Schilerinnen und Schiler ermdglicht werden sollen, in der folgenden ,Kompetenzmatrix“
verortet. Die empfohlenen gemeinsamen Lerngelegenheiten skizzieren Themen und Inhalte,
durch deren Bearbeitung alle Schulerinnen und Schiiler auf Anforderungen der schriftlichen

Prifung vorbereitet werden kénnen.

Arithmetik / Algebra

Xty
2

Funktionen

Geometrie

Stochastik

2,

Argumentieren /
Kommunizieren

Erlauterung mathematischer
Zusammenhange mit eigenen
Worten und geeigneten Fach-
begriffen beim Umgang mit
linearen oder quadratischen
Gleichungen

- Analyse und Bewertung
funktionaler Zusammenhan-
ge in authentischen Texten
(z. B. Zeitungstexte oder
Gebrauchsanweisungen)

- Interpretation von grafischen
Darstellungen funktionaler
Zusammenhéange

Analyse von grafischen Dar-
stellungen statistischer Daten
und deren Manipulation (z. B.
aus Zeitungsartikeln)

Problemlésen

(

Nutzung der Kenntnisse uber
Zahlen und Zahlbereiche zum
Lésen mathematischer Prob-
leme

Bestimmung unbekannter
GroRen durch Zerlegen von
Figuren, mit Hilfe des Satzes
von Pythagoras oder mit Hilfe
von Ahnlichkeitsbeziehungen

Modellieren

Erstellung, Nutzung und
Interpretation von Modellen
aus den Bereichen:

Erstellung, Nutzung und
Interpretation von Modellen
aus den Bereichen:

Nutzung von Baumdiagram-
men oder Vierfeldertafeln zur
Beurteilung von Chancen und

Risiken

o

- Tarife
- Weg-Zeit-Zusammenhange

- Architektur (z. B. Formen
von Gebauden)

- Wachstumsprozesse (linear |~ Verpackungen

oder exponentiell)

- Prozent-, Zins- und Zinses-
zinsrechnung (z. B. Preisre-
duktion, Spar- und Kreditmo-
delle)

Werkzeuge

3 Beispielarbeiten

Nutzung verfigbarer Werkzeu-
ge zur Bearbeitung geometri-
scher Situationen (z. B. Nut-
zung von Zirkel und Geodrei-
eck)

Verwendung des Taschen-
rechners (z. B. kritische Refle-
xion von Ergebnissen)

Diese unterrichtlichen Vorgaben werden durch Beispielarbeiten und veroffentlichte Pru-
fungsarbeiten konkretisiert, denen die schulformspezifischen und bildungsgangbezogenen
Ausformungen der Kompetenzen zugrunde liegen. Dadurch wird u. a. das Anforderungsni-
veau der schriftlichen Prifung veranschaulicht.

Gymnasium, Mathematik 3
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Ministerium fur - . .
il U WalEseBilding Priifungsarbeit Mathematik priifun gen

des Landes Nordrhein-Westfalen

Priifungsteil 1: Aufgabe 1

a)

Gymnasium

In welchem Mal3stab miisste das abgebildete Modellauto
vergrofert werden, damit es ungefihr so grofl wére wie das
Original? Kreuze an!

ol:10 o 1:100 o 1:1000 o 1:10000

b) Kann man aus dem jeweiligen Netz einen geschlossenen Quader bauen? Kreuze an!

b)) oja O nein b,) oja O nein b;) O ja O nein
c) Berechne das Volumen des Werkstiicks. Die Mafle in der Zeichnung sind
in cm angegeben. Notiere deine Rechnung. 4
10
4
6
5
A

d) Fiir den Bau von Treppen verwendet man hiufig die folgende y

»SchrittmafBregel* (siehe Skizze): Y.
x+2y=63cm

Gib ein Wertepaar fiir x und y an, das die Gleichung erfiillt und fiir <

den Bau einer Treppe sinnvoll ist. X

e) Blitz und Donner entstehen zur gleichen Zeit am gleichen Ort. Der Schall legt einen Kilometer in
3,3 Sekunden zuriick. Das Licht ist so schnell, dass man es auch in grofer Entfernung nahezu im
Moment des Blitzes sieht.
el) Wie weit ist ein Gewitter entfernt, wenn es 17 Sekunden nach dem Blitz donnert? Notiere

deine Rechnung.
e2) Wie lange dauert es, bis es donnert, wenn der Blitz 8 km entfernt entsteht? Notiere deine
Rechnung.

f) Ein mit den Zahlen ,,1 bis ,,6 beschrifteter Quader wurde insgesamt 2 000-mal geworfen. Das
Diagramm zeigt die relative Haufigkeit des Wurfergebnisses ,,4 nach 100, 200, 300, 400 usw.
Wiirfen. 03

0,29
fl) Wie oft ist die ,,4* bei 200 Wiirfen gefallen? E 3§§ |
Notiere deine Rechnung. R
20570 o %0990 o400 400000
& ' 3
f2) Gib mit Hilfe des Diagramms einen E gz: M
Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass 3 022 |
bei dem benutzten Quader eine ,,4* fillt. 021
0,2 T T
0 500 1000 1500 2000

Anzahl der Wiirfe

Aufgabenstellung 1
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 40
Ministerium fir - . H

Schuie und Werterbildung Prufungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gymnasium

Prifungsteil 2: Aufgabe 2

Auf vielen Getreidefeldern in den USA werden wegen der Trockenheit im Sommer

Bewisserungsanlagen eingesetzt. Sie sind im Mittelpunkt fest montiert und lange ,,Arme* mit Wasser-
rohren fahren auf groen Rddern kreisformig iiber die Felder (siche Abbildung).

\/ \(‘

& WY e, lh
»M, @y um v
P Nv‘ W&‘@w(\,\(\(\

§
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AT

2

Farmer Jackson setzt Anlagen ein, die jeweils eine Armliange von 225 m haben.

a) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich der dulere Endpunkt eines solchen Wasserrohres, wenn
die Anlage drei Umdrehungen in einer Stunde macht? Gib die Geschwindigkeit in km/h an.
Notiere deine Rechnung.

Aus dem Flugzeug sieht Jacksons Getreidefeld aus wie auf
der Skizze rechts: Die bewésserten Kreisflachen sehen griin
(hier: weil) aus, das andere Gelinde ist braun (hier: grau).

werden. Beschreibe einen mdglichen Losungsweg, ohne
zu rechnen.

b) Die Fliche, die nicht bewissert wird, soll berechnet ‘

deine Rechnung.

Farmer Jackson muss seine Wasserleitungen erneuern, die von

einem Brunnen in der Mitte des Geldndes zu den

Mittelpunkten aller Kreisflichen fiihren (siche Pfeile).

¢) Berechne die Gesamtlénge aller Wasserleitungen. Notiere “ i

Aufgabenstellung 2
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 41
Ministerium fiir - : .

Schule und Weiterbidung WQ Priifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gym naSiU m

d) Auf einer anderen Farm sind die Bewésserungsanlagen anders angeordnet:

225 m

A
v

1416 m

d1) Berechne den prozentualen Anteil der nicht bewasserten Flache (hier grau dargestellt). Nimm
dabei an, dass 4 = 840 m ist.

d2) Weise nun nach, dass 4 tatsdchlich ungefahr 840 m ist. Notiere deine Rechnung.

Aufgabenstellung 3
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 42

g”;gi:f:;‘:;"vai:te,bi,_dung Priifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gymnasium

Prifungsteil 2: Aufgabe 3

In Untersuchungen mit Sportlern wurden Schétzwerte fiir Fehlerwahrscheinlichkeiten in

unterschiedlichen Situationen ermittelt. Ziel war es, mogliche Fehler durch zielgerichtetes Training
weitgehend auszuschlieBBen.

a) Schwierige Aufgaben unter Stress werden von Sportlern mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von
0,3 ausgefiihrt. Beurteile, ob die folgenden Aussagen stimmen. Kreuze an.

stimmt

Das bedeutet, dass stimmt .
nicht

es in etwa 30 % der Fille zu einem Fehler kommt.

die Fehlerwahrscheinlichkeit 3 - 10" betriigt.

30 Fehler gemacht werden.

in 3 von 10 Fillen sicher ein Fehler auftritt.

b) In einem Spiel erhélt ein Spieler zwei Freiwlirfe. Seine
Trefferwahrscheinlichkeit bei jedem Freiwurf in diesem

Spiel betrégt stressbedingt nur noch 70 %.
T

1
bl) Trage in die Késtchen die Wahrscheinlichkeiten fiir <
die Aste ein. C ) %

b2) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
Spieler bei beiden Freiwiirfen trifft? Notiere deine
Rechnung.

)
C I
X

T, :Treffer beim ersten Freiwurf

X :kein Treffer beim ersten Freiwurf
T, : Treffer beim zweiten Freiwurf

X :kein Treffer beim zweiten Freiwurf

b3) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird er nur einmal
treffen? Notiere deine Rechnung.

¢) Um die Technik der Spieler weiter zu verbessern,
werden die Wiirfe mit Hilfe eines Videogerites
aufgezeichnet. Hier siehst du eine sogenannte
Stroboskopaufnahme, bei welcher der Ball an
verschiedenen Positionen in der Luft gezeigt wird.

Flugbahnen von Béllen kénnen nédherungsweise durch
quadratische Funktionen beschrieben werden. Aus dem
Bild kann bestimmt werden, ob der Ball in den Korb
treffen kann oder nicht. Beschreibe — ohne zu rechnen —
ein mogliches Vorgehen, mit dem das untersucht werden
kann. Nenne auch die dazu notwendigen mathematischen
Methoden.

Aufgabenstellung 4


neubrand
Textfeld
MSA-Gy-Prüfung                                                         Seite D - 42


MSA-Gy-Prifung Seite D - 43
Ministerium fiir - : .

Schule und Weiterbidung WQ Prifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gymnasium

Prifungsteil 2: Aufgabe 4

. | -

Das Foto oben zeigt eine Hiangebriicke. Die Stahlseile sind in einer Héhe von 80 m iiber der Strafie an
den Briickenpfeilern befestigt.

Der Verlauf des Stahlseils zwischen den Briickenpfeilern kann annidhernd durch eine Parabel
beschrieben werden.

y A
MafBe in m
P P
1 <ol »(200|80)
R(0[5)
[ | »
| | 1 | .
300 200 -100 0 100 200 300

a) Eine der folgenden Funktionsgleichungen gehdrt zu der Parabel, die den Verlauf des Stahlseils
beschreibt.

A B C
y=-0,001875x>+5 y= 0,001875x*+5 y=0,001875x*~5

al) Notiere den zugehorigen Losungsbuchstaben in deinen Unterlagen.

a2) Erklére, warum die beiden anderen Funktionsgleichungen die Parabel nicht beschreiben.

Aufgabenstellung 5
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 44

Ministerium fiir - : .

il U WalEseBilding Priifungsarbeit Mathematik priifungen

des Landes Nordrhein-Westfalen . ®
< Gymnasium

Die folgende Abbildung zeigt eine andere Hangebriicke. Die Stahlseile sind in einer Hohe von 48 m
tiber der Stralle an den Briickenpfeilern befestigt.

y

48 m

T T

A 4

Das Stahlseil zwischen den Briickenpfeilern hat annidhernd die Form einer Parabel.
Die Funktionsgleichung dieser Parabel lautet y = 0,002:x* + 3 (x und y in Metern).

b) Berechne mit Hilfe der Funktionsgleichung den Abstand zwischen den Briickenpfeilern. Notiere

deine Rechnung.

Eine Bogenbriicke (vgl. Abbildung unten) hat anndhernd die Form einer Parabel mit zugehdriger
Funktionsgleichung y =—0,007-x* + 1,3-x (x und y in Metern).

Y

&
<

¢) Bestimme die Spannweite s. Notiere deine Rechnung.

Aufgabenstellung
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 45
il U WalEseBilding Priifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gymnasium ®
Prifungsteil 1: Aufgabe 1
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | kreuzt den richtigen Maf3stab an 1:100 2
b) | kreuzt jeweils die richtige Antwort an | b)) ® ja O nein 1
b,) O ja & nein 1
bs) O ja x nein 1
c) | wihlt ein Verfahren zur Berechnung z. B.: unterteilt die Vorderflache in 1
des Volumens des Werkstiicks Rechtecke, deren Flacheninhalte
berechnet werden:
4cm-4cem+ 10 cm- 5 cm =66 cm? 1
berechnet das Volumen V=66 cm”- 6 cm =396 cm’ 1
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
d) | gibt ein mdgliches, sinnvolles z.B.:x=33cm,y=15cm 2
Wertepaar an Werte zwischen 10 cm und 20 cm
werden fiir die Treppenhohe (v) als
sinnvoll betrachtet.
el) | entnimmt die relevanten Daten 17 Sekunden; 3,3 Sekunden pro km 1
berechnet die Entfernung z.B.:17:3,3=5,15... 1
,,.Das Gewitter ist 5,2 km entfernt.”
e2) | entnimmt die relevanten Informationen | 8 km; 3,3 Sekunden pro km 1
aus dem Text
berechnet die Zeit 8-3,3=264 1
,,Der Donner braucht ca. 26
Sekunden.
fl) | entnimmt die relevanten Daten aus abgelesen: 200 Wiirfe; 1
dem Text und dem Diagramm relative Haufigkeit: 0,265
berechnet die absolute Haufigkeit des 200 - 0,265 =53
Waurfergebnisses ,,4“ Unter 200 Wiirfen waren 53 ,, 4en”. 2
f2) | entnimmt dem Diagramm die ,,Der Schatzwert fiir die 2
relevanten Daten Wabhrscheinlichkeit der ,,4 liegt bei
0,25.“ (Akzeptiert werden Werte
zwischen 0,245 und 0,255.)
Punkte Aufgabe 1: 19 Punkte

Auswertungsanleitung
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 46

g”iﬂijf:ﬂ,‘:?vf,‘;te,b"_dung Priifungsarbeit Mathematik priifungen

des Landes Nordrhein-Westfalen

Gymnasium
Priufungsteil 2: Aufgabe 2
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | entnimmt die relevanten Daten r=225m 1
berechnet die Geschwindigkeit z.B.:
u=2-m-r 1
u=2-m-225m
u=1413,7... m
3u=4241,1.. 1
gibt die Geschwindigkeit in km/h an v =424 km/h 1
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4
b) | beschreibt einen Losungsweg in z. B.: ,,Die nicht bewisserte Flache
sprachlicher oder formalisierter Form | besteht aus 6 Quadratflichen, von 3
denen die 6 Kreisflichen abgezogen
werden.”
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
¢) | bestimmt die Linge eines kurzen Lange: 225 m 1
Rohres und entnimmt relevante Daten | z. B.: Katheten der Lange 225 m und
fiir die langeren Rohre aus Text und 450 m
Zeichnung
berechnet die Rohrlidnge mit Hilfe des | 225 + 450% = 253 125 3
Satzes von Pythagoras Lange eines Rohres: ca. 503 m
berechnet die Gesamtlidnge der 2-225m+4-503m=2462m 1
Wasserrohre
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 5
d1) | berechnet den Anteil der nicht z.B.:
bewisserten Fliche 1-6-m-225": (1416 - 840) 3
~0,2
20 % der Flache werden nicht
bewissert.
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
d2) | entnimmt die relevanten Informationen | z. B.: 1
Radius: 225 m
Form der Flache: Parallelogramm
Breite: 1416 m
berechnet den vertikalen Abstand z. B.: 2
zwischen zwei Mittelpunkten mit Hilfe /
des Satzes von Pythagoras
225 m
z.B.:
450? —2252 =~389,71
berechnet die Hohe des 38971 +2 - 225 = 839,71 1
Parallelogramms
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4
Punkte Aufgabe 2: 19 Punkte

Auswertungsanleitung 2
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MSA-Gy-Prifung

Seite D - 47

g”;:j:,t:;i:;,"vaizte,b"_dung Priifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gymnasium
Prifungsteil 2: Aufgabe 3
Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
a) | kreuzt stimmt bzw. stimmt nicht A: stimmt 1
jeweils richtig an B: stimmt 1
C: stimmt nicht 1
D: stimmt nicht 1
bl) | ergédnzt die Wahrscheinlichkeiten 0,7 T 2
2
T1<
03 ) %
0,7 T
0,3
X
(03 )%
b2) | entnimmt die relevanten Daten aus Erfolgswahrscheinlichkeit: 0,7 1
dem Text und der Tabelle Ereignisse: T, und T,
wihlt ein geeignetes Verfahren zur P(Tyund T,)=0,7 - 0,7 1
Berechnung der Wahrscheinlichkeit
berechnet die Wahrscheinlichkeit P(T;und T,) = 0,49 1
wiahlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3
b3) | entnimmt die relevanten Daten aus Erfolgswahrscheinlichkeit: 0,7 1
dem Text und der Tabelle (T, und £ oder (F, und T,)
wihlt ein geeignetes Verfahren zur P(T, und &) + P(F, und Ty) 1
Berechnung der Wahrscheinlichkeit =0,7-0,3+0,3-0,7
berechnet die Wahrscheinlichkeit =0,42 1
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 3

Auswertungsanleitung
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 48

Schule und Werterbildung Prufungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gym nasium ®
c) gibt an, dass z. B.: ,,Im ersten Schritt wird ein
Koordinatensystem in das Bild gelegt.
ein Koordinatensystem notwendig ist Mit dessen Hilfe kann man die 1
Koordinaten der Ballpositionen
die Koordinaten abgelesen werden bestimmen. Eine Parabel wird durch 1
miissen drei Punkte eindeutig bestimmt. Die
Flugbahn wird durch y=ax*+bx+c
eine quadratische Gleichung bestimmt | beschrieben. Durch Einsetzen der 1
werden muss Koordinaten der drei Punkte
(Ballpositionen) erhélt man ein
die Gleichung mit Hilfe der Gleichungssystem mit drei 1
Koordinaten bestimmt wird Unbekannten. Dieses ist eindeutig zu

16sen, man erhilt Werte fiir a, b und c.
Es muss dann noch gepriift werden, ob
die Korbkoordinaten in Beziechung zur | die Koordinaten des Korbes die 1
Flugbahn gesetzt werden miissen Parabelgleichung erfiillen.*

Es werden auch alternative Losungen
akzeptiert, wie z. B.: ,,Vorab legt man
ein Koordinatensystem in das Bild.
Man kann dann die Lage des
Scheitelpunktes schitzen und dann mit
Hilfe eines weiteren Punktes eine
Parabelgleichung bestimmen. Durch
Einsetzen wird gepriift, ob die anderen
gegebenen Punkte auch auf der Parabel
liegen. Es muss dann noch gepriift
werden, ob die Koordinaten des Korbes
die Parabelgleichung erfiillen.*

wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 5

Punkte Aufgabe 3: 17 Punkte

Prifungsteil 2: Aufgabe 4

Kriterien: Der Priifling ... Losung: Punkte:
al) | notiert nur den richtigen B 1
Losungsbuchstaben
a2) | nutzt mathematische Kenntnisse aus z. B.: ,,Die Parabel, die durch die 2
dem Bereich der quadratischen Gleichung —0,001875x >+ 5
Funktionen fiir eine Begriindung beschrieben wird, ist nach unten

geoffnet. Der Scheitelpunkt der
Funktion 0,001875-x *— 5 liegt
unterhalb der x-Achse.*

wahlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 2
b) | entnimmt dem Text und der Abbildung | z. B.: Koordinaten: P (x[48) 1
die relevanten Daten Funktionsgleichung:
y=10,002x"+ 3
stellt eine Gleichung zur Bestimmung | 48 = 0,002-x” + 3 1

der Punkte auf

16st die quadratische Gleichung x1p = £150 1
berechnet den Abstand 300 m 1
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4

Auswertungsanleitung 4
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MSA-Gy-Prifung

Ministerium fiir

Seite D - 49

il U WalEseBilding Priifungsarbeit Mathematik priifungen
des Landes Nordrhein-Westfalen A Gymnasium °
¢) | entnimmt dem Text und der Abbildung | z. B.: 1

die relevanten Daten s ist Nullstelle

Funktionsgleichung:

y=-0,007x*+1,3x
stellt die zur Bestimmung der Berechnung der Nullstellen 1
Spannweite notwendige quadratische 0=—-0,007-(x* — 185,7-x)
Gleichung auf

x1=0; x,=185,7 1
16st die quadratische Gleichung

s=185,7m 1
bestimmt die Spannweite s
wihlt einen anderen Losungsweg, der sachlich richtig ist max. 4

Punkte Aufgabe 4: 11 Punkte

Ubersicht iiber die Punkteverteilung

Priifungsteil 1: Aufgabe 1 19
Priifungsteil 2: Aufgabe 2 19
Priifungsteil 2: Aufgabe 3 17
Priifungsteil 2: Aufgabe 4 11
Umgang mit MaBeinheiten 3
Darstellungsleistung 6
Gesamt 75
Notentabelle

Note Punkte
sehr gut 65—-175
gut 55-64
befriedigend 44 — 54
ausreichend 34-43
mangelhaft 14 - 33
ungeniigend 0-13

Auswertungsanleitung
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MSA-Gy-Prifung Seite D - 50
Ministerium fir Ministerium fir
) I priifungen. T priifungen.
B . - . b) |beschreibt einen Lésungsweg ... 3
ewertungsbogen zur Priifungsarbeit im Fach Mathematik i -
(Gymnasium) wahl.t elnen. ancferen L.osungsweg, (3)
c) |bestimmt die Lange eines kurzen Rohres ... 1

Name: Klasse: berechnet die Rohrlange ... 3

berechnet die Gesamtlange der Wasserrohre 1
Schule: wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (5)
d1) |berechnet den Anteil ... 3
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (3)
Prifungsteil 1: Aufgabe 1 d2) |entnimmt die relevanten Informationen 1
Anforderung _ Losungsqualitat berechnet den vertikalen Abstand ... 2
e,;?fzﬁg’a:}:'f EK N DI.C berechnet die Hohe des Parallelogramms 1
a) |kreuzt den richtigen Mafstab an 2 wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (4)
b1) |ja 1 Summe| 19
b2) |nein 1
b3) [nein 1 — -
o) |wahltein Verfahren . 1 Priifungsteil 2: Aufgabe 3
... zur Berechnung des Volumens ... 1 Anforderung - Losungsqualitat
berechnet das Volumen 1 ,::z:, o - et
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (3) a) |stimmt 1
d) |gibt ein mogliches, sinnvolles Wertepaar an 2 stimmt 1
e1) |entnimmt die relevanten Daten 1 stimmt nicht 1
berechnet die Entfernung 1 stimmt nicht 1
e2) |entnimmt die relevanten Informationen ... 1 b1) |ergénzt die Wahrscheinlichkeiten 2
berechnet die Zeit 1 b2) |entnimmt die relevanten Daten ... 1
f1) |entnimmt die relevanten Daten ... 1 wahlt ein geeignetes Verfahren ... 1
berechnet die absolute Haufigkeit ... 2 berechnet die Wahrscheinlichkeit 1
f2) |entnimmt dem Diagramm die ... Daten 2 wahlt einen anderen Losungsweg, ... (3)
Summe| 19 b3) |entnimmt die relevanten Daten ... 1
wahlt ein geeignetes Verfahren ... 1
berechnet die Wahrscheinlichkeit 1

PrUfungSteil 2: AUfgabe 2 wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (3)
Anforderung _ Losungsqualitat c) |... ein Koordinatensystem notwendig ist ... 1
9,;?19?‘%:3’5:',* o - o ... die Koordinaten abgelesen ... 1

a) |entnimmt die relevanten Daten 1 ... quadratische Gleichung bestimmt ... 1
berechnet die Geschwindigkeit (Formel) 1 ... die Gleichung ... bestimmt wird ... 1
berechnet die Geschwindigkeit (Wert) 1 ... in Beziehung zur Flugbahn ... 1
gibt die Geschwindigkeit in km/h an 1 wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (5)
wabhlt einen anderen Lésungsweg, ... (4) Summe| 17

1 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur2

Nur fiir den Dienstgebrauch! Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Ministerium far
Schule und Weiterbildung ’
des Landes Nordrhein-Westfalen A

MSA-Gy-Prifung
priifungen.

Priifungsteil 2: Aufgabe 4
Anforderung Losungsqualitat
maximal EK ZK DK
Punktzahl
a1) | notiert den richtigen Lésungsbuchstaben 1
a2) | nutzt mathematische Kenntnisse ... 2
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (2)
b) |entnimmt dem Text und der Abbildung die ... 1
stellt eine Gleichung ... auf 1
|10st die quadratische Gleichung 1
berechnet den Abstand 1
wahlt einen anderen Lésungsweg, ... (4)
c) |entnimmt dem Text und der Abbildung die ... 1
stellt die ... quadratische Gleichung auf 1
I6st die quadratische Gleichung 1
bestimmt die Spannweite s 1
wahlt einen anderen Losungsweg, ... (4)
Summe| 11
maximal EK ZK DK
Punktzahl e el el
Umgang mit MaReinheiten 3
Darstellungsleistung 6

Nur fiir den Dienstgebrauch!

Seite D - 51
g;zﬁ?::?vauezterbildun ’ 1
des Landes Nordrhein-Wistfalen ‘@ prUfu ngen'
©
Festsetzung der Note
maximal EK ZK DK
Punktzahl
Aufgabe 1 19
Aufgabe 2 19
Aufgabe 3 17
Aufgabe 4 11
Umgang mit MaReinheiten 3
Darstellungsleistung 6
Gesamtpunktzahl 75
Paraphe
Die Prufungsarbeit wird mit der Note bewertet.

Unterschriften, Datum:

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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