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v`(ρ)
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(ρ, ρ′)
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L 798 (ρ, ρ′) =

∞
∑

`=0

c` ϕ`(ρ) u`(ρ
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K``′(ρ) c`′ ϕ`′(ρ)

 -V����- �

�E�	 �����"�������������%�,&M#%�'� �'� 	��
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∫ ρ
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u`(s) u`′(s)
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∞
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Q1 =

∫ ∞

0

r U 7 8 (r) dr = 0
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g ��� (ρ, ρ′) =
∑
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γ` u`(ρ<) v`(ρ>)
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}
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∑
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∑
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0������ ���J(+��#cj����'� !������� 	���o � �'�����'#�ou� ����(8	��c ��

u`(ρ<)
�����������

�%�����C(+��# j ����� !����� �G	���o � �������'#�oq������( 	��c +�
v`(ρ>)

0Eb  �"A���=����� ����� ���(G��#%�������� ����������v����#%�
`���'� 2 �'��	��C�� ������G	

S
"A�����	k3?	 � 2 �%�'"A�����'�	�� ����(+���E����( 	 ������ ���%�'&M#%���E���8	������'� r��'��(+�

T

�0�
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���%���8	k(8� ��3J3�����#%��(������ ����B& #���E���8	�� �����*r�����(+�
S
b ��������� ��������� (8����3C3 ����#%�c(�� 2 �'��	��

���������H� ���%(G��#%��������'� ����������v����#%�,"2�'���'�	k(�����	���##	 � ����� � 	,"2�'��� 	k3��'� ����v"A�������� r�����(����
T

�����
S

(��'�%�?(+�'� �'�%������� �'��&M#%���E���8	 � & ��(+�#	 �

T ∩ S = ∅ .

T4��n4�

�3� � � ��	���& $5$7����. ����� +-��� �,&�� 	3" ����. 	 'H���
	��*& � ����� ����	 � �*�
��	 �
')�/��$ � ��&#����		/������	

��� / ����( ����$ 	�7�"A��� ���� &M�8	ub"�%��( #%����(+�)$ ����(8	��c ������
AL(ρ)

������d �������)$ ���� � 	��� +����( �������
3'���'������# 	��'��0_b �'�����'� ���%� / ���kj 	!3��£$7�� ������d ��� ���)$ +��� �G	��c �����( �����

L(ρ, ρ′)

T4������ ����� ���'�

�g� � �E�'	����%��������� 4 �����
g(ρ, ρ′)


	4��5- � �� ���%�B� ��#� $ � ����o � � �5� 	����Vou�R�8	��C(+����#�(+#%�'�%��� ����( 
 -V�.� �
�'�%��(������?	k3?	 � 8������ ������c(���� ����$ +��� ����(����)����� ������������E�! +�
	��%�'������( ���'� ����$ 	����'	����������
d ����� ��$ +#�(�	 ������#%�������#%��������%� � �C3��%�'� ����(

∑

L∈T

AL(ρ)
[

1+
∑

`∈S

γ`

L(L + 1) − `(`+ 1)

]

uL(ρ′) =

∑

`∈S

γ`

[

v`(ρ) +
∑

L∈T

AL(ρ)
W [uL(ρ), v`(ρ)]

L(L+ 1) − `(`+ 1)

]

u`(ρ
′)


	4��n; �

�E�	&���'�I2O�! �����( ��oR���'	������ ������8	��'�
W [a, b] = ab′ − a′b

� ���%�E#%���� � ���E�����p"���j���(��c(+( ���	
����� ���J(+��# j������ !"�%�'� � 	���o � ��������#�oq������(8	��c +���'�

uk(ρ)
$7��

k ∈ T ∪ S
�'���E*�(+#�%���8	E��� ����

(��J(+�C"2�'��� � �J3'�%��� ����( �%�����%�,"2�'�%���'�9� #���%��� ����(+���

∑

L∈T

AL(ρ)
W [uL(ρ), v`(ρ)]

L(L + 1) − `(`+ 1)
= − v`(ρ)


T4��.� �

∑

`∈S

γ`

L(L + 1) − `(`+ 1)
= − 1


T4��ne�

3'� ���J������������'� � � #%�'�%��� ����( 
T4��5� � ��	���##	C�'�%��� � ����	��%�E� ����(��!(+#���%��� ����(`$7��C�����&M�8	ub"�%��(�o
#����(+�g$ ����(8	��� +���'� �����ld �������)$ ���� � 	��� +����( ������� �����10 b] �"A��� ����

AL(ρ)
#�%������� ����� ����

��������#%#�(+���E��������
	����O����������v����#%���
L

�� ����(+��������(�������8	�#%���� � ��� ��$ 	����'	��'� � ���%�v&M�8	ub"�%��(�o
#����(+�g$ ����(8	��� +���'� ( *+�����'�~(+�'�`j ���

AL(ρ) = −
∑

`′∈S

(M−1)L`′v`′(ρ)

T4��.i �

�'���E�	�	���# 	�b �'�����'��0Sb  �"A��� ���%�`r)� 	�����t
M−1 ��������� �R���+�������� +� ��������������������� ���%�v&M#%� o

�E���8	��

M`L =
W [uL(ρ), v`(ρ)]

L(L + 1) − `(`+ 1)


	4��5m�



� ��� ���hl \ qrs u�u�Z Nkj �klpo 	 N,q��Hs�� � � Z Nkj \ m Z N � qrs LFN]lpN �kl \ �Do Y N \ mRLFo u%Y qrs LFN \�� lporN \ �M4

��� �����%�'��	���r�� 	�����t
M

�����g�� +�)(+���8	 �
��� ����]&M�8	ub"�%��( #����(+��(0 � :�3�����8	��'�

γ`
����� �)� � �E�'	�����������'�%4 ��������3���"2�'��	��� �E��� 0�b"���go

���2�0 +��s] Mt ����� d �� +�����) +� B iD ������ ��� 	��� +����#�2������(8	��� +� �E�	 ���%��$ ��������� h� +#%�'� �%�

`(`+ 1)
� � 	

` ∈ S
��� �����%�'��	 �

ρ[M(M + 1)] ≡ 1 +
∑

`∈S

γ`

[M(M + 1) − `(`+ 1)]
.


	4��nw�

/ ��$(+�������2�� +� � #%�'�%��� ����( 
T4��ne� ���� ��	������������(8	��c +�
ρ[M(M+1)]

�%��� ��#%#�
M ∈ T �����

−M − 1 ∈ T
����� 2O����	

ρ[M(M + 1)] = 0

T4����_¥�

��� ����� ���%� ��� ����� 	��� +� 
	4��nw� #%��C$ �'��	 ���� ������3J7�"A���)(8����(

lim
|M(M+1)|→∞

ρ[M(M + 1)] = 1 .

T4����0���

s] _t �����9d �� +�����! +�?$ +#�(+����� B iED (G���������%�,������(8	��c +�
ρ[M(M+1)]

���8	���� � �'�!7���( �������o
	���(+����(�������"A���%����� &M�c(+�'���������I$ 	���� 
T4����_¥� ����� 
	4������ � ��#���C�� �	�����8	,3Cb ������,h� +#�� �� +�E�
�%� ���'�'�R ����

ρ[M(M + 1)] =

∏

L∈T [M(M + 1) − L(L + 1)]
∏

`∈S[M(M + 1) − `(`+ 1)]


T4�����- �

�����)(+���
	��'#%#	�b ��������� �
��������� ���'� J �'�!(+#���%��� ���'��"2�'�%���'� �������
	���##%����(+��� 
	4��nw� ����� 
T4����M- � $ +#c(���� ����:&M�8	ub"�%��(�o
#%����(+��(p 5�;:�3��%�'�8	����

γ`

��#%� ���� ������( 	��c +���)b ����	�� �� ��
ρ[M(M+1)]·[M(M+1)−`(`+1)]��� �����~� 	���#%#���

` ∈ S
B �M4ED �

γ` =

∏

L∈T [`(`+ 1) − L(L + 1)]
∏

`′∈S
`′ 6=`

[`(`+ 1) − `′(`′ + 1)]
.


T4����M4�

/ �����%��������� 	���##%���! +##E"A�'	! +�8	 b �'�����'��0�������� ���'� 2 �'��	��C�� ������G	
T

����� �+�'����##c(+�'� �'�%���'��	����
����������v����#%���'�

L
�� ��� ���%���8	 "A��(G����� 	C�%��	������ �'����	 "2�'��	��� ��	'b ��������� � �����10Fb � �C�����

/ ��#%�%�C(+��� ���'����j�������	��'� ���8	�����(G�0���	��'#%���%�
	 � 1 ��� � ����������� ����(������'�R���+�������� +���!�F �	����8	��%��#%�
V (ρ)

(����vj����~� #������ ����( 
	-��nw� b"�%��� ���J"A��� ����� ���%�0(� +����#%�'� d ��� ���)$ +��� �G	��c �����( �����
L(ρ, ρ)

�������)����������� / "�#���	�����(

L′(ρ, ρ) =
∑

L∈T

(A′
L(ρ)uL(ρ) + AL(ρ)u′L(ρ))


	4����_; �

"A����*�	��c(�	10 �%� ���'� ���%�B������(8	��c +���'�
AL(ρ)

�! Mb"��E�������'� / "�#%�'�	�����(+�'�
A′

L(ρ)
����$ 	����'	���� �

� �'	!3'	��'����( *+�����'� ��������� �'�%��$ �����������A@2�������8	��%� 	��� +� ����� � �C3����� ����( 
T4��.� � ������� ����� ����o
�E�������c +����#c +����� 4: V +�����%���G	����

ρ
"2�'��	��%�E��	 b ���������)������#%����	����

A′
L(ρ) = −

∑

`′∈S

(M−1)L`′(M ′
`′LAL + v′`′(ρ)) .
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���%���%�E����� �� �����	������'�����'� / ������������(v"2�'��*�	���(�	��'� r�� 	�����t5��#���E���8	��
M ′

`′L

( *+�����'� ���8	��'�
J �'�)b ����������( ����� 2 �) +����( ��������'�~d ���C +���'� � 
 ���%�'��� / ����� ��( /*��� � �%� ���%�,�� +���

M ′
`′L = − v`′(ρ)uL(ρ)/ρ2 
	4����Me�

(��J"��������8	'b ��������� �

�3��� ���
	 ./� 	 �����%��" �*� ���3	�����$ ��&�� ����" & ��� � � ����� " ��& � � ����./��� �����
� ��	���& $5$7����. ����� ������� " " ./��$ ��& �����9�*��� �,��� ��& $<����" 	 �

��� � ��� ����`�+�'����##c(+�'� �'�%���'��	���� ����������v����#%��� 3�� �'���E�	�	���#��0 ��7�������� ������c(+� � "A����#%� o
(�����(+�'� �� ���g� �v��	! �	���������'� � �������%���

ρ → ∞ ≡ ρ∞
(+�'	kj 	���(�	 b ��������� � ���%� ���C(+��#cj����'�

������������J(+��#cj����'� !������� 	���o � �'�����'#�ou� ����(8	��c �������#%����	��'� �%� ���)� ����	k �	��%��������� � �������%���

u`(ρ∞) = sin(ρ− ` π/2)

v`(ρ∞) = − cos(ρ− ` π/2) .

	4�����i �

� ����� 	k3?	������ � 	����'���F �	��'� 	�� ��# �'�%��� �'����#%������&!��'�%����b ���	��
ρ0 = kr0

0��) vb"���� ���%� ���J(+��#cj����
� 	����'��b �'#%#%�'��$ ����(8	��c +� �%� � �������%���

ρ ≥ ρ0
���������)���'� / ������������(

ϕV
` (ρ ≥ ρ0) = B` [cos(δ`)u`(ρ) − sin(δ`)v`(ρ)]


	4����Mm �

"A������������J"A��� �R/ �)� �v�5	k �	��%����� ���'����3'�%���
	����%��� ������(������ ���&����$

ϕV
` (ρ∞) = B` sin(ρ− ` π/2 + δl) ,


	4����Mw�
b  �"A��� ����,8: +��� ���������(+��(0 +���
	����8	����

B`
� � 	

` ∈ S
���H"A��(G�����8	������� ����� ���%�

δ`
$7�� ���%�

� t��2�'���%�E���8	���#%#}3'��(�j���(+#%��������9hM�������'���+������������J"�����(+��� ��	������'� � 2 j������'��� ����*� �'# � $ ������o
� � �5� 	����Vou�R�8	��C(+����#�(+#%�'�%��� ����( ���� � ����	��%�E� ����( ���'� &M�8	ub"�%��( #%����(+�)$ ����(8	��c ������

AL(ρ)
$7��

�� 5�������H"2�'( � ���8	��
L

�'���E*�(+#%����8	M0�(G���������%�+h� ��V3'�����qo � �C� �	�����oR�C�����
	��'#%#%����( ���'�����J(+��# jIo
�����L� 	�������b ��##%����$ ����(8	��� +� 
 -������ (���� ��	k3?	�b �'�����'��0 ��� �����N2O����	��C�0 +����� 	

T
����� �����E�	

���%�?�+������#%#�(+���E��������
	��'�4����������v����#%���93'� ����� � 	�	��'#%� � &M������?	k3'	���� ���'� ���g� �v��	! �	���������'�
/ �������!7���( � 
	4�����i � ����� 
	4����Mw� ��~� #%�'�%��� ����( 
	-������ #%��C$ ���
	 ���'� 1 ������� �E����������(

B` sin(ρ− ` π/2 + δ`) = sin(ρ− ` π/2) +
∑

L,`′

N∞
`L (M−1)∞L`′ cos(ρ− ` π/2) ,


	4��5-0¥�
b  �"A��� �����6 ��������� 	���������'� r)� 	�����3����

{

N

M

}∞

`L

=
1

L(L + 1) − `(`+ 1)

{

sin((`− L) π/2)

cos((`− L) π/2)

}
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���'�9�+�'����##c(+�'� �'�%���'��	���� �����'���%������#�
L

�%� �� ����(+��� ���c( ������ 	�#%���� ��������2O���%��� ���8	���� #	��'� �
���� r)�G	�����t

M∞ ���8	��!�����%���8	 ���'� �%�`� #%������ ����( 
T4��nm� ��� �����%���
	��'�?r)� 	�����t
M

�%� � ������3 o
7�"A���)(8����(

ρ→ ∞
� ���8	��'� J ���gb �'��������( �����S&M��#%�'�����������B�� +���E��#8(G������� #%������ ����( 
	4��5-0¥�

�%� �����3Cb ���S�5���E� �������'�
[

B` exp[iδ`] − 1 − i
∑

L,`′

N∞
`L(M−1)∞L`′ exp[i(`− `′)

π

2
]

]

exp[iρ] +

[

B` exp[−iδ`] − 1 + i
∑

L,`′

N∞
`L(M−1)∞L`′ exp[−i(`− `′)

π

2
]

]

exp[−iρ] = 0

3��'��#�J(�	[b ��������� � ��7��M���%� 4: � :�3'�%���8	����E����� #%���� � � �����p"���j���(��c(+�'�v&�t��F +�����8	�� ��#�$ ����(8	��� po
���'�

exp[±iρ]
(+�#	 ��#&M�%��3���#�����

B` exp[iδ`] = 1 + i
∑

L,`′

N∞
`L(M−1)∞L`′ exp[i(`− `′) π/2]


	4��5-�- �

B` exp[−iδ`] = 1 − i
∑

L,`′

N∞
`L(M−1)∞L`′ exp[−i(`− `′) π/2] .
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�R� �A� #%#%� ������ ���'#%#%�'�:� 	����������������'�
δ`

���%��� ���%�+"2�'�%���'� � #������ ����(+��� 

3.22

� ����� 

3.23

�
3������%���������'� (0 +� ����(+�%�'��	 ����� "A�����	k3'��� ����� (+#���%�������`�R��$ +��� � 	��� +���)(+����� #	 � ��� ���%� � #����o
��� ����(+���)� ��	�����3'��� � �'��	��� ������(������]������� #%#c(����E���%������	���� �����'���%������#���

L
����$3����
	���##%�'��0

(+�'�V7�(�	��'����� �����&������ ���%�'������� #%������ ����(+�'��3��L"2�?	��������8	���� � ����vr)� 	�����t5��#���E���8	��
N∞

`L�����
(M−1)∞L`

� � 	
` ∈ S

�����
L ∈ T

���%��� ���p"2�'�������� ������## 0M�����4������~�5�J��� ��� 	��c +�
�� �� � #������ ����( 
T4��5-�- � �%� !�����#�o��������R� �0(+�%��j���	����%# � � 	&����������#%�%�'�����������'� �����5����� +� �����
��������# 	��������~� #���%��� ����(+��� #%��C$ �'��	 ��� �����%���8	�#�%���������+�V� �
	�����(���(0 0���2�'#	����:� #������ ����(+���

cot(δ` − `π/2) =
cos(`π/2) +

∑

L,`′ N∞
`L(M−1)∞L`′ sin(`′π/2)

− sin(`π/2) +
∑

L,`′ N∞
`L(M−1)∞L`′ cos(`′π/2)

,

T4��5-p; �

b ��#%�������?�� +� / ���p(0� � �'	���# � B 4ED 3����?�R���+�'�����c +� ������ �����'#%#���?� 	����'������������� �+���gb �'�����?	
b"������� � �R� � ��##%�"(0 ��v��#� tVb ����	��c(+�'� � 	����'������� �����

δ` = δR
` + iδI

`
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Ũ

∆δ
`

∆η
`

∆̃δ
`

∆̃η
`

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

 0  2  4  6  8  10

∆`

U
(r

)

�
� �
��

`
r

U

U

Ũ
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