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1 Einleitung

In einem Horsaal wird ein Experiment zur Bestimmung der Erdbeschleunigung g durchgefihrt. Eine Kugel
wird in einem Magnethalter gehalten. Nach dem Einschalten des Magneten fallt die Kugel und trifft auf
eine Plattform. Fir das Durchfallen der Strecke s bendtigt sie die Zeit t. Durch Messung der Messgrofiien s
und t l&sst sich die Messgrofie g bestimmen:

2s
(1) ta—z

Die Apparatur sei so gebaut, dass beim Loslassen der Kugel und beim Auftreffen auf die Plattform jeweils
ein Lichtblitz ausgeldst wird. Der Zeit t zwischen den beiden Lichtblitzen wird von den Studierenden im
Hdrsaal mit einer Stoppuhr gemessen. Niemand wird erwarten, dass alle die gleiche Zeit messen. Die
einzelnen Messwerte werden voneinander abweichen. Das liegt zum einen an der individuellen
Reaktionsfahigkeit der Studierenden, zum anderen an Gang- oder Kalibrierunterschieden zwischen den
einzelnen Stoppuhren. Ebenso kommt es zu unterschiedlichen Messwerten, wenn mehrere Personen die
Strecke s messen, denn das Anlegen und Ablesen des Mal3stabs wird individuell unterschiedlich sein. Hinzu
kommt, dass der Malstab selbst nur eine begrenzte Kalibriergenauigkeit aufweist.

Daraus ergeben sich folgende Fragen:

@ Welche Werte sollen fiir s und t zur Berechnung von g in Gl. (1) eingesetzt werden?

2 Wie berucksichtigt man die Tatsache, dass die einzelnen Messwerte fiir s und t voneinander abwei-
chen und dass die Messgerate nur Uber eine begrenzte Genauigkeit verfiigen?

3 Wie verlasslich ist der Wert flir g, den man aus den Messwerten errechnet?

Die Antworten auf diese Fragen lauten:

Zu (1): Aus den einzelnen Messwerten muss nach festgelegten Regeln jeweils ein Messergebnis fur s und
t ausgerechnet werden. Die Messergebnisse fiir s und t werden in Gl. (1) eingesetzt und liefern ein
Messergebnis fir g.

Zu (2): Zu den Messergebnissen fir s und t mussen nach festgelegten Regeln Messunsicherheiten
ausgerechnet werden. Diese Messunsicherheiten liefern ein statistisches Mal3 fir die Abweichun-
gen der einzelnen Messwerte voneinander. Sie sind so bemessen, dass eine weitere Messung von s
oder t mit einer definierten Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis liefert, das jeweils innerhalb des
Intervalls Messergebnis + Messunsicherheit liegt.

1 BIPM: Bureau International des Poids et Mesures
2 DIN: Deutsches Institut fir Normung e.V.
8 NIST: National Institute of Standards and Technology des United States Department of Commerce - Technology Administration.
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Zu (3): Aus den Messergebnissen und Messunsicherheiten fir s und t muss nach festgelegten Regeln eine
Messunsicherheit flr g ausgerechnet werden. Eine weitere Messung von g nach dem gleichen
Messverfahren wird dann mit einer definierten Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis liefern, das
innerhalb des Intervalls Messergebnis + Messunsicherheit liegt. Beide GréRen zusammen bilden
schliellich das vollstdndige Messergebnis fur die Messung der Gréle g.

Die oben erwéhnten Regeln haben internationale Gultigkeit. Sie sind fur alle denkbaren Anwendungen in
etlichen Normen und Anleitungen sehr ausfuhrlich beschrieben (siehe z.B. /1/ - /4/). Dartiber hinaus gibt es
eine Reihe von umfangreichen Biichern, die sich diesem Thema widmen (z.B. /5/und /6/). Es wiirde den
Rahmen dieser Anleitung sprengen, wenn diese Regeln hier im Detail wieder gegeben wirden. Wir werden
uns deshalb darauf beschrénken, einige Grundlagen darzustellen und das Handwerkszeug bereitzustellen,
das im Praktikum fir die Berechnung von Messergebnissen und Messunsicherheiten benétigt wird.

2 Direkte und indirekte Messung

Im betrachteten Beispiel lassen sich die Messgréfien s und t direkt messen, namlich mit einem Maf3stab und
einer Stoppuhr. Man spricht in einem solchen Fall von einem direkten Messverfahren. Die MessgréRe g
wird in dem Beispiel indirekt gemessen, ndmlich Gber den Umweg der Messung von s und t, aus deren
Messergebnissen ein Messergebnis fir g gewonnen wird. In einem solchen Fall spricht man von einem
indirekten Messverfahren.

3 Hinweis zur Nomenklatur

Nach /2/ soll im Kontext der Messung einer Messgrofie von Messergebnis und Messunsicherheit gespro-
chen werden. Im physikalischen Alltag hat sich dies jedoch bislang wenig durchgesetzt. Vielmehr wird statt
des Begriffs Messunsicherheit vielfach der Begriff Fehler verwendet. Deshalb ist auch eher von
Fehlerrechnung die Rede, als von Berechnung von Messunsicherheiten. Oder von Fehlerbalken statt von
Balken der Messunsicherheit. Wir werden in diesem Text beide Begriffe, Fehler und Messunsicherheit,
verwenden.

4 Mogliche Fehlerarten
4.1  Systematische Fehler

Systematische Fehler entstehen bei einer Messung z.B. durch unvollkommene Messgerate, durch unver-
meidbare Umwelteinflisse auf die Messung oder auch durch Wahl eines ungeeigneten Messverfahrens.
Wir wollen dies an einigen Beispielen aus dem Praktikum verdeutlichen:

(1) Unvollkommene Messgerate: Hierzu zahlen z.B. ein Oszilloskop mit dejustierter Zeitablenkeinheit,
ein Vielfachmessgerat mit Nullpunktfehler, eine dejustierte elektronische Waage, usw. Das Unange-
nehme an diesen Méngeln ist, dass man sie zum Teil wéhrend der Messung nicht erkennt. Im Gegenteil:
der abgelesene Messwert (z.B. 27,5 us, 147 Q, 5,389 g) tauscht die Genauigkeit vor, die man von
Geréten dieses Typs erwartet. Es besteht also eigentlich kein Grund, das Ergebnis zu bezweifeln.

(2) Einfluss der Umwelt: Ein Beispiel daflr ist die Temperaturabhangigkeit von Messgeréten. In der
Regel sind diese Abhangigkeiten quantitativ bekannt. Man kann sie dann den Gerétehandbichern
entnehmen und bei der Auswertung der Messung berticksichtigen.

(3) Ungeeignete Messverfahren: Wenn man die Masse eines Magneten mit einer elektronischen Waage
bestimmen will, merkt man schnell, dass das Messergebnis offensichtlich unsinnig ist. Da das Mag-
netfeld auf die Mechanik der Waage einwirkt, ist das Messverfahren ungeeignet; man muss eine andere
Waage benutzen. Erheblich schwieriger ist es beispielsweise zu beurteilen, ob der innerhalb einer
elektrischen Schaltung gemessene Strom in unzul&ssiger Weise durch die Beschaltung und den
Innenwiderstand des Messgerats beeinflusst wird. Hier sieht man dem Messergebnis nicht auf den
ersten Blick an, ob es ,,richtig” oder ,,falsch* ist. Man kann sich also i.Allg. nicht darauf verlassen, dass
man schon merkt, wenn man das falsche Messverfahren einsetzt. Vielmehr muss bereits bei der
Planung des Experiments grundlich tiberlegt werden, welches Messverfahren geeignet ist.

Systematische Fehler lassen sich niemals voéllig ausschliefien. Sie beeinflussen das Messergebnis in einer
ganz bestimmten Art und Weise - hinter den Fehlern steckt ,,System®. Das bedeutet insbesondere, dass man
den Einfluss dieser Fehler auf das Messergebnis auch durch h&ufige Wiederholung der Messung nicht
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verringern kann. Ist jedoch das Ausmal des systematischen Fehlers bekannt (z.B. der Nullpunktfehler eines
Ohmmeters, der Temperaturgang eines Verstarkers oder der Kalibrierfehler eines Drucksensors), kann man
ihn bei der Angabe des Messergebnisses berticksichtigen.

4.2  Zuféllige Fehler

Zufallige Fehler beeinflussen das Ergebnis einer Messung auf eine unvorhersehbare und unkontrollierbare,
eben auf rein zuféllige Art und Weise. Ursachen fiir zuféllige Fehler, wie sie im Praktikum auftreten,
kénnen z.B. sein:

(1) Die zufélligkeit, mit der ein Naturprozess ablduft, wie z.B. der radioaktive Zerfall oder die Emission
von Photonen aus einer Lichtquelle. Sie fiihrt z.B. dazu, dass die wahrend einer Messzeit t gemessene
Anzahl von Ereignissen zufallig schwankt.

(2) Die Stoppuhr, die je nach Reaktionszeit mal zu friih, mal zu spét gedrtickt wird.

(3) Der Malistab oder der Messschieber, an dem mal ein zu grof3er, mal ein zu kleiner Wert abgelesen
wird.

(4) Das elektronische Rauschen eines Messverstarkers, das zu Schwankungen der Ausgangsspannung
flhrt.

Zufallige Fehler fihren immer dazu, dass das Messergebnis mal in der einen, mal in der anderen Richtung
vom ,wahren* Wert abweicht (zum Begriff des ,,wahren* Wertes siehe Kap. 5). Wird die Messung mehr-
mals wiederholt, halten sich die Abweichungen in beiden Richtungen die Waage. Ware das nicht der Fall,
so wéren die beobachteten Fehler nicht rein zufallig.

Die Konsequenzen aus dieser Aussage lassen sich so zusammenfassen: liegen keine Erfahrungen mit einem
bestimmten Messverfahren vor, so sagt ein einziger Messwert im Prinzip gar nichts aus. Der Messwert
kann zufallig mehr oder weniger stark nach oben oder unten vom ,,wahren* Wert abweichen. Erst durch
h&ufige Wiederholung der Messung oder aufgrund zurtickliegender Erfahrungen mit dem Messverfahren
bekommt man ein Gefiihl dafur, um welchen Wert herum einzelne Messwerte schwanken und man kann
beurteilen, welche Aussagekraft in einem solchen Messwert steckt. In den néchsten Kapiteln werden diese
Zusammenhange quantitativ mit Hilfe von Formeln beschrieben.

5 Die Haufigkeitsverteilung von Messwerten

Wir wollen annehmen, dass eine Messgrolie, etwa die Zeit t, die ein Korper braucht, um von A nach B zu
gelangen, N-mal gemessen wurde®. Es liegen also N Messwerte vor, die nach den Gesetzen des Zufalls
voneinander abweichen. Die Frage ist: welche dieser Messwerte kommen dem ,,wahren“ Wert am néchs-
ten?

Um diese Frage zu beantworten, muss man untersuchen, ob bestimmte Messwerte deutlich h&ufiger vor-
kommen als andere, und wenn ja welche. Denn man darf mit Recht erwarten, dass es diese haufigsten, d.h.
wahrscheinlichsten Messwerte sind, die dem ,,wahren* Wert am nachsten kommen. Man teilt deshalb die
N Messwerte, die im Bereich zwischen tmin Und tmax liegen, in j Klassen mit der Klassenbreite At ein und
ordnet der Klasse i (i = 1, 2,..., j) den Messwertbereich

@2  tan+(i-l)At<t<t +iAt

zu®. Jeder Klasse i wird eine Zeit t; zugeordnet, die der Mitte des jeweiligen Zeitintervalls entspricht. Nun
wird flr jede Klasse i die Zahl der Messwerte pro At, n(ti), die in dieser Klasse liegen, in Form eines Balkens

Uber der zugehdrigen Zeit t; aufgetragen. Man erhélt auf diese Weise ein Balkendiagramm, dem man
entnehmen kann, wie haufig die einzelnen Messwerte vorgekommen sind (Abb. 1).

Die Einhillende dieses Diagramms, n(t), heilt Haufigkeitskurve der Messwerte. Entsprechend ihrer
Definition ist der Flacheninhalt unter der Haufigkeitskurve immer gleich der Gesamtzahl der Messwerte N.

4 Die folgenden Uberlegungen gelten gleichermaRen fiir jede physikalische MessgréRe. Die GroRe t (Zeit) dient hier nur als Beispiel.

5 Dazu ein Beispiel: Die Messwerte mdgen im Bereich zwischen tmin = 20,4 s und tmax = 22,3 s liegen, die Ablesegenauigkeit der Uhr betrage
0,1 s. Die Messwerte werden daher in insgesamt j = (22,3 - 20,4)/0,1 = 19 Klassen eingeteilt, die jeweils ein Zeitintervall von At = 0,1 s Breite
représentieren.
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n(ti)
n(?)

1 t tj t—-20 t-0 t t4+o0 t+20 ¢
1
Abb. 1:  Héufigkeitskurve von Messwerten. Abb. 2:  Héufigkeitskurve (Dichtefunktion) der
Die Breite eines Zeitintervalls GauBR- oder Normalverteilung (Gauf3-
(Balkens) ist At. kurve).
Frage 1:

- Welche Einheit hat die GréRe n(ti) im gewahlten Beispiel? Wie lautet die (sehr einfache!) Beziehung
zwischen der Messwerthdufigkeit pro At, n(t;), und der Zahl der Messwerte in einer Klasse, m(ti)?
- Wie lautet die Gleichung zur Berechnung von N aus der Haufigkeitskurve n(t;)?

Die Erfahrung lehrt, und die auf CARL FRIEDRICH GAUR (Abb. 3) zuriickgehende Theorie kann das begriin-
den, dass fir N— o und At— 0 (und damit ti —t) die Haufigkeitskurve n(t) fir Messwerte, die
unabhéangig voneinander gewonnen wurden und die mit zuféalligen Fehlern behaftet sind, eine ganz cha-
rakteristische Form hat: Die Form einer Gaufschen Glockenkurve oder kurz GaufRkurve (Abb. 2). Man
spricht dann auch davon, dass die Messwerte gaulverteilt oder normalverteilt seien.

Abb. 3: CARL FRIEDRICH GAUR (1777 - 1855) ¢

Der Flacheninhalt unter der GauBkurve ist wiederum gleich der Gesamtzahl der Messwerte N. Es ist jedoch
tblich, ihn auf den Wert 1 zu normieren. Wie weiter unten noch erlautert wird, bringt man damit zum
Ausdruck, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Messwert im gesamten Wertebereich von -oo bis +o0 zu
finden, gleich 1 ist 7.

Der Verlauf der auf den Flacheninhalt 1 normierten Gaul3kurve ist gegeben durch:
. - (t-1)° .
e 2 mit [ n(t)dt=1

—00

@ M=

o~N2r7

& Bildquelle: GELLERT, W. et al. [Eds.]: ,,Kleine Enzyklopadie Mathematik*, VEB Bibliographisches Institut, Leipzig, 1969.

7 Im betrachteten Beispiel ist die Zeit t die MessgroRe, deren realer Wertebereich nur im Intervall 0 <t < oo liegen kann. Formal gesehen erscheint
es dann falsch oder mindestens unsinnig, den Wertebereich bis nach - «o auszudehnen. Jedoch ist in der Praxis der Anteil des Integrals aus Gl.
(3) im Bereich - o <t < 0 so klein (= 0), dass er vernachldssigt werden kann. Deshalb werden aus Griinden der mathematischen Vereinfachung
die Grenzen des Wertebereiches auf + o festgelegt.
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wobei T der Mittelwert und o die Standardabweichung der GauRkurve ist. Das Quadrat der Standard-
abweichung, &2, heift Varianz. An den Stellent = t + ohat die GauRkurve ihre Wendepunkte. Die Grofen
t und o haben groRe praktische Bedeutung:

- Der Mittelwert T ist der Wert, bei dem n(t) ein Maximum hat. Dieser Wert wiirde also bei einer Mess-
reihe mit unendlich vielen Einzelmessungen am haufigsten vorkommen. Er stellt somit das wahrschein-
lichste Ergebnis der Messung dar. Mit anderen Worten: eine Messreihe liefert nie einen wahren, sondern
immer nur einen wahrscheinlichsten Wert.

- Die Standardabweichung cist ein MaR fiir die Streuung der Messwerte um den Mittelwert T . Je groRer
die Streuung, je groRer also o, desto breiter wird die Haufigkeitskurve (bei gleich bleibendem FI&-
cheninhalt), umso weniger deutlich hebt sich also ein Messwert von den brigen ab.

Frage 2:
- Berechnen und zeichnen Sie mit Hilfe von Matlab n(t) gem. Gl. (3) im Zeitintervall

1215s<t<1235sfir t =122,55s sowie a) o=0,1s und b) o= 0,2 s. Stellen Sie beide Kurven in
einem Diagramm dar (Matlab-Befehl hold on). Gl. (3) lautet in Matlab-Notation:
n = (/(sigma*sqrt(2*pi)))*exp(- ((t - t_quer).M2)/(2*sigma™2))

Wir wollen nun so tun, als ob wir unser Experiment so durchgefiihrt hatten, dass die Bedingungen N — oo
und At — 0 annéhernd erfillt waren, dass also die Haufigkeitskurve fur die Messwerte ndherungsweise
durch eine GauBkurve gem. Gl. (3) gegeben ist. Dann kann man durch Integration von n(t) ausrechnen
(man muss also nicht zéhlen!), wie viele Messwerte z.B. in dem Zeitintervall [t_— o, t+ o], also im

Bereich T + o liegen:

Wir wissen, dass alle N Messwerte im Zeitintervall [-co, +o0] liegen missen. Aufgrund der Normierung des
Flacheninhalts unter der GauRkurve auf den Wert 1 (s. Gl. (3)) bedeutet das:

@ [T7n()dt=12N2100% aller Messwerte;

Fir das gesuchte Intervall [T - o, T + o] ergibt sich:

f+o t+o (t—f)z
1 —
(5) _[ n(t)dt = I 20° dt ~0,68320,683 N = 68,3% aller Messwerte.

t-o t-o

e
oN2r

» Wer dies nachrechnen mochte, sei gewarnt: das Integral uber die GauRkurve gem. Gl. (3) lasst sich
nicht analytisch, sondern nur numerisch lésen! Es ist in Tabelle 2 (Kap. 11.5) angegeben.

Ist also die Haufigkeitskurve der Messwerte durch eine GauRkurve gegeben (wovon wir in der Praxis fast
immer ausgehen werden), so liegen immer rund 68,3 % aller Messwerte im Bereich t + o (Abb. 4). Fir
den Bereich t + 20 erhalt man immer einen Wert von rund 95,5 % (Abb. 4), fir den Bereich t +30

immer einen Wert von rund 99,7 %. Im Laborjargon heif3t es dann haufig: 68 % aller Messwerte liegen im
1o-Bereich um den Mittelwert, 95 % im 2o-Bereich und 99 % im 3o-Bereich.

In der Praxis lassen sich die Bedingungen N — oo und At — 0 natirlich nicht einhalten. Dadurch wird der
Bereich groéRer, in dem z.B. 68,3 % aller Messwerte liegen. T + o ist in diesem Fall durch T +pozu
ersetzen, wobei der Wert der GroRe p > 1 von N abhéngt und sich mit Hilfe der Statistik berechnen lasst
(zB.p=132furN=3,p=21,15furN=5,p=1,06 firN =10 und p — 1 fir N — o). Flr die Auswertung
von Messungen im Praktikum werden wir das jedoch nicht beriicksichtigen.
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Fliche 0,683

n(t)

Fliche 0,955

n(t)

t—20 t t+20 ¢

Abb. 4. Flachenanteile unter einer Gaufkurve mit der auf 1 normierten Gesamtflache. Oben: Flachenanteil im
Bereich T + o, unten: Flachenanteil im Bereich t+20

6 Mittelwert und Standardabweichung

Im vorigen Kapitel wurde erlautert, dass man unter den dort genannten Annahmen tber das Ergebnis einer
einzelnen Messung (einen Messwert) aus einer Messreihe folgende Aussage machen kann:

> Das Ergebnis einer Einzelmessung liegt mit ca. 68 % Wahrscheinlichkeit im Bereich T + o

Fir die Praxis stellt sich nun die Frage, wie man t und o ermittelt. Da man im realen Experiment weder
die Bedingung N — o noch die Bedingung At — 0 einhalten kann, muss man herausfinden, wie man aus
nur endlich vielen Messwerten (einer so genannten Stichprobe) die besten Schatzwerte, kurz: die Bestwerte,

fiir T und causrechnet. Wir verzichten auf die theoretische Herleitung zur Berechnung der Bestwerte und
geben im Folgenden nur die Ergebnisse an.

6.1 Mittelwert

Wird eine MessgroRe, etwa die Zeit t, N-mal gemessen, so ist der Bestwert fiir den Mittelwert t , der sich
im Falle N — oo ergeben wiirde, das arithmetische Mittel der Messwerte t;:

. N
(6) —@

6.2 Standardabweichung der Einzelmessung

Als Bestwert fiir die Standardabweichung o der Einzelmessung ergibt sich:

1S
() o= mizzl(t—

Dies l&sst sich plausibel machen: Die Standardabweichung der Einzelmessung stellt ein MaR fur die
Streuung der Messwerte t; um den Mittelwert T dar. Die Abweichung® eines einzelnen Messwertes t; von
t ist durch die Differenz t, —t gegeben (siehe Abb. 5). Wiirde man das arithmetische Mittel dieser
Differenzen als MaR fur die Streuung ansetzen, so wirde sich hierflr als direkte Folge aus der Definition

8 nach /2/ heiRt diese GroRe Messabweichung.
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des Mittelwertes immer ein Wert Null ergeben, da sich positive und negative Differenzen gegenseitig
aufheben. Die Information ber die vorhandene Streuung der Messwerte ginge also verloren. Um das zu
verhindern, werden die Differenzen zunachst quadriert:

(4, -T)

Dadurch werden alle Grolzen positiv. Danach wird das arithmetische Mittel dieser Quadrate gebildet und
schliellich daraus die Wurzel gezogen.

Die Tatsache, dass bei Bildung des arithmetischen Mittels nicht durch N, sondern durch N - 1 geteilt wird,
lasst sich aus einer detaillierten statistischen Analyse begriinden, die insbesondere auf die Unterschiede
zwischen Stichprobe und Grundgesamtheit eingeht. Wir wollen dies hier jedoch nicht weiter vertiefen,
zumal fir groRes N die Abweichung zwischen 1/N und 1/(N - 1) nur winzig ist.

12 5 .
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Abb. 5:  Zur Veranschaulichung der Standardabweichung. Aufgetragen sind 32 Messwerte t; der Zeit t Uber der
Nummer der Messung i. T ist der Mittelwert der ti. Fur i =5 und i = 15 sind die Abweichungen zwischen
tiund T exemplarisch eingezeichnet.

Die Standardabweichung oder Einzelmessung wird auch als Fehler (Unsicherheit) der Einzelmessung oder
gem. Gl. (7) als mittlerer quadratischer Fehler (engl. rms error, rms = root-mean-square) bezeichnet.

6.3 Standardabweichung des Mittelwertes

In der Praxis ist die Standardabweichung o der Einzelmessung oftmals nicht die wesentliche GroRe. Es
interessiert namlich nicht so sehr, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein einzelner Messwert im Bereich

1 + oliegt. Viel wichtiger ist die Frage, wie verlasslich bzw. reproduzierbar der Mittelwert T ist, der mit
einer Messreihe gefunden wurde und der das Messergebnis einer Messung darstellt. Anders ausgedrickt:
mit welcher Wahrscheinlichkeit wiirde das Messergebnis einer weiteren Messreihe, also ein zweiter Mittel-
wert, in einem vorgegebenen Intervall um den ersten herum liegen? Um diese Frage beantworten zu kén-
nen, benétigt man analog zur Standardabweichung der Einzelmessung eine Angabe Uber die Standard-

abweichung des Mittelwertes o .
Nehmen wir an, wir haben eine Messreihe mit N Messwerten insgesamt M-mal wiederholt, so dass
anschliefend M Mittelwerte t_J vorliegen (j =1, 2,..., M). Man kann nun zeigen, dass fiir M — o die Haufig-

keitskurve dieser Mittelwerte der Messreihen wieder eine Gaullkurve ist mit der Standardabweichung o .

In der Praxis wird man die Messreihe nicht M-mal wiederholen wollen, um die Standardabweichung des
Mittelwertes, o, zu ermitteln. Vielmehr ist es das Ziel, aus einer Messreihe mit N Messwerten den Best-

wert fir o zu ermitteln. Dieser ergibt sich zu:
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o 1 N =2
(8) ot == N(N—l)i;(ti_t)

Damit kann man Uber den Mittelwert t dieser einen Messreihe, der das Messergebnis darstellt, folgende
Wahrscheinlichkeitsaussage machen:

> Das Messergebnis einer weiteren Messreihe wird mit ca. 68 % Wahrscheinlichkeit im Bereich T + o
liegen.

Ferner gilt:

> Die Standardabweichung o des Mittelwertes ist die in Kap. 1 genannte Messunsicherheit, die zusam-

men mit dem Messergebnis (dem Mittelwert) als vollstandiges Messergebnis einer Messreihe zur
Bestimmung einer MessgroRe angegeben wird. Sie wird hdufig auch als Fehler des Mittelwertes
bezeichnet.

Man sieht aus Gl. (7), dass mit zunehmender Zahl N der Messwerte die Standardabweichung o der Einzel-
messung nahezu gleich bleibt. Das erkennt man auch in Abb. 5. Durch Hinzufuigen weiterer Messwerte in
das Diagramm andert sich nichts an der Streuung der Messwerte um den Mittelwert.

Dagegen lésst sich aus Gl. (8) ablesen, dass die Standardabweichung o des Mittelwertes, also die Messun-

sicherheit, mit zunehmendem N immer kleiner wird: Die Messunsicherheit nimmt mit 1/~/N ab. Im
Prinzip kdénnte man sie also beliebig klein machen, wenn nur oft genug gemessen wird. In der Praxis wird
man jedoch nur so oft messen, bis die Messunsicherheit einer vorher festgelegten Genauigkeitsanforderung
genugt. Dabei muss jedoch immer N > 4 eingehalten werden, da andernfalls keine Standardabweichung
nach Gl. (7) angegeben werden kann. Dies folgt aus statistischen Uberlegungen, auf die hier nicht weiter
eingegangen werden kann.

Zusammenfassend lasst sich festhalten:

> Das Ergebnis einer Messreihe wird immer in der Form t + o angegeben.
> Die Messunsicherheit o (der Fehler des Mittelwertes) nimmt mit zunehmender Zahl N der Messwerte

um den Faktor 1/+/N ab.

» Solange keine anderen Angaben gemacht werden, wird ein Messergebnis der Art t =(100,6 +1,2) s
immer wie folgt interpretiert: Messergebnis (Mittelwert) 100,6 s, Messunsicherheit (Standardabwei-
chung des Mittelwertes) 1,2 s.

6.4  Absoluter und relativer Fehler

Die GroRe o stellt den absoluten Fehler des Messergebnisses dar, die Grolie o / t den relativen Fehler,

der in der Regel in Prozent angegeben wird. Im Praktikum werden wir uns Uberwiegend auf die Angabe
absoluter Fehler beschranken.

7 Grolitfehler der Einzelmessung

Oftmals kommt es vor, im Praktikum sehr haufig, dass der Wert einer Messgréfie a nicht mit Hilfe einer
Messreihe, sondern nur durch eine Einzelmessung bestimmt wird, wie z.B. bei einer L4ngenmessung. In
diesem Fall wird im Praktikum statt des Mittelwertes das Ergebnis der Einzelmessung und statt der Stan-
dardabweichung des Mittelwertes der GroRtfehler Aa angegeben. Dies ist der grofitmogliche Fehler, der
bei der Einzelmessung der GréRe insgesamt auftreten kann. Er muss nach verniinftigen Uberlegungen abge-
schatzt werden. Wird beispielsweise die Lange einer Strecke mit einem MaRstab gemessen, so wird man
bei sorgféltiger Messung die Ablesegenauigkeit des Malistabs als GroRitfehler annehmen. Sie betragt z.B.
bei einem Metallmalband 0,5 mm, bei einem Messschieber 0,1 mm oder 0,05 mm und bei einer
Biigelmessschraube 0,01 mm.
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8 Genauigkeitsangaben

Die Genauigkeit, mit der ein Messergebnis fur die MessgroRe a angegeben werden kann, d.h. die Anzahl
der signifikanten Stellen, ist durch die Messunsicherheit limitiert, also durch die Standardabweichung o,

des Mittelwertes bzw. durch den GréBtfehler Aa einer Einzelmessung.

o, und Aa werden im Grundpraktikum auf maximal zwei signifikante Stellen gerundet!®

Der Mittelwert bzw. der Einzelmesswert ist dann so zu runden, dass seine letzte signifikante Stelle die
gleiche GroRenordnung hat wie die letzte signifikante Stelle von o, bzw. von Aa.

Dazu Beispiele: Eine durch Rechenoperationen oder die Zahl der Stellen einer elektronischen Uhr vorge-
tduschte Genauigkeit der Art t = 90,4671 s ist schlichtweg falsch, wenn der GroRtfehler der Zeitmessung
z.B. 1,1 s betrégt. In diesem Fall musste es (gerundet) richtig heilen: t = (90,5 + 1,1) s. Ebenso falsch ist
eine Angabe der Art R = (83,62 + 2,624) Q; hier misste es wegen der Beschrankung auf 2 signifikante
Stellen fir die Messunsicherheit heiflen R = (83,6 + 2,6) Q.

Die Signifikanz einer Stelle ist unabhangig von ihrer Gréfenordnung (Stellung in Bezug auf den Dezi-
malpunkt). Folgende Angaben enthalten demnach jeweils zwei signifikante Stellen:

18 1,8 0,18 0,018 0,0018 usw.

Das erkennt man besonders deutlich, wenn man zur empfohlenen Darstellung mit Zehnerpotenzen (ber-
geht, also fiir die genannten Zahlen schreibt:

1,8x10? 1,8x10° 1,8x10%1 1,8x102 1,8x10%,

Beim Runden stellt sich die Frage, wie mit der Ziffer 5 umzugehen ist. Nehmen wir als Beispiel die Zahl
4,135, die auf zwei Stellen hinter dem Komma gerundet werden soll. Méglich wére die Rundung auf 4,13
oder auf 4,14. Es gilt die Regel so zu runden, dass die letzte Ziffer der gerundeten Zahl gerade ist. Im
Beispiel wirde also auf den Wert 4,14 aufgerundet. Dagegen wiirde die Zahl 4,125 auf den Wert 4,12
abgerundet. Hinter dieser Regel steckt die Uberlegung, dass bei einer Division durch 2 gerundete und
ungerundete Zahl den gleichen gerundeten Zahlenwert ergeben. Fir die genannten Beispielen gilt:

4,135:2=2,0675~2,07 und ebenso 4,14 :2=2,07
4125:2=2,0625~ 2,06 und ebenso 412:2=2,06

9 Fehlerfortpflanzung, zusammengesetzte Messgrofien

Es kommt haufig vor, dass bei einem Experiment nicht die gemessene Grole (direktes Messergebnis) selbst
interessiert, sondern eine hieraus berechnete GréR3e (indirektes Messergebnis, s. Kap. 2). Nehmen wir als
Beispiel noch einmal die Schwerebeschleunigung g nach Gl. (1), die von den Messgrélien s und t abhangt:

Weitere Beispiele sind die Dichte p eines Korpers, die eine Funktion der MessgroRen Masse m und
Volumen V ist:

9) P=y

oder die Kapazitét C eines Plattenkondensators im Vakuum, die von den MessgréRRen Flache A und Abstand
d der Platten abhangt. Mit der elektrischen Feldkonstanten & gilt:

®  Dies bedeutet, dass die Messunsicherheit mit einer Genauigkeit von ca. 1 % angegeben wird. Eine bessere Genauigkeit ist mit den Geréten im
Praktikum nicht zu erreichen!
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A
10) C=g —
(10) 8°d

Fur all diese Beispiele wird deutlich, dass der Fehler der gesuchten GréRe aus den Fehlern der einzelnen
MessgroRen berechnet werden muss. Wie das geht, wird in den folgenden Kapiteln beschrieben.

9.1 Wahrscheinlichster Fehler einer zusammengesetzten Messgrofile

Wird das Messergebnis fur eine Messgrofle y aus den Messergebnissen fur mehrere gaullverteilte Mess-
grolRen berechnet, fir die Mittelwerte und Standardabweichungen aus Messreihen gewonnen wurden, so
wird der wahrscheinlichste Fehler fur y mit dem gauRschen Fehlerfortpflanzungsgesetz berechnet, das wir
nun formulieren wollen.

Wir wollen annehmen, dass die gesuchte GroRe y von den Messgréfien a, b, ¢, usw. abhangt:
(11 y=f(ab,c,..)

Die Messwerte flr die MessgroRen a, b, c,... seien gauf3verteilt und sollen sich gegenseitig nicht beein-
flussen, d. h. im statistischen Sinne unabhangig voneinander sein. Fir die MessgrélRen mdgen Mittelwerte

a,b,T,... und die Standardabweichungen der Mittelwerte o, o;, o, ... vorliegen. Dann ist der Best-
wert yg'° der gesuchten MessgroRe y derjenige Wert, der sich ergibt, wenn y aus den Mittelwerten (Bestwer-
ten) @, b, T, ... berechnet wird:

12) vy,=f(@@b,c,..)

Das ist plausibel. Die Standardabweichung Oy, VOnys ist durch das gaullsche Fehlerfortpflanzungsgesetz
(veranschaulicht in Kap. 9.2) gegeben, das lautet:

2 2 2
oy oy oy . 2, A2 2
(13) oy, = “_J O-a:| +|I—j O'b:| +K—j ac:l +....:\/Aya+Ayb + Ay +...
° FEYN b g ac )

Die Ausdrucke dy/ca, dylb, usw. in Gleichung (13) sind die ,partiellen Ableitungen* von y nach den
GroRen a, b, c,.... Sie geben an, wie sich y &ndert, wenn man nur a, oder nur b, oder nur ¢ usw. veréndern
und die jeweils anderen GroRen konstant halten wiirde. Mathematisch: Man leitet y jeweils nach einer der
GroRen a, b, c,... ab und betrachtet die anderen GréRen dabei als Konstanten. Der Index B bei den partiellen
Ableitungen gibt an, dass man die Zahlenwerte der partiellen Ableitungen jeweils flr die Bestwerte

(Mittelwerte) a, 5, C, ... der MessgroRen a, b, c, ... berechnen muss.

Als Beispiel fur die Berechnung von partiellen Ableitungen nehmen wir nochmals Gl. (1) fir die
Schwerebeschleunigung g, die von den GréfRen s und t abhangt. Die partielle Ableitung von g nach s ist:

a2

os  t?

und die partielle Ableitung von g nach t:

o9 __4s
ot t

10 Der Index B steht fiir Bestwert.
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9.2 Veranschaulichung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes

Zur Veranschaulichung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes betrachten wir als Beispiel erneut die Schwere-
beschleunigung g nach GI. (1). Wir haben es also mit einer Funktion zu tun, die von den zwei Variablen s
und t abhéngt. Gl. (11) lautet dann mity :=g,a:=sund b :=t:

(14) g:f(s,t):%

In Abb. 6 ist g als Funktion von s und t in einem 3D-Plot dargestellt, in dem die lineare Abhéngigkeit der
Schwerebeschleunigung von s und die reziprok-quadratische Abhéngigkeit von t deutlich wird.

Mit Blick auf Abb. 6 betrachten wir die einzelnen Summanden in Gleichung (13) einmal ndher und greifen
beispielhaft den zweiten heraus: Die zu bestimmende Grofie y (hier g) hangt unter anderem von der
MessgroRe b (hier t) ab. Andert sich b, so dndert sich auch y. Die partielle Ableitung &/ gibt an, wie
groR diese Anderung ist, d.h. wie groR die Steigung der Funktion y = f(a, b, c,...) als Funktion von b ist,
wenn man die tbrigen GroRen a, c,... als konstant annimmt. Im betrachteten Beispiel ergibt sich:

¥y._09_ 4s

15 :
(15) ob ot t3

Da diese Steigung nicht tiberall gleich ist (im Beispiel andert sie sich gem. GI. (15) mit t3), ist es sinnvoll,
sie an der Stelle @, b, T, ... (hier S, T') zu berechnen, die auch fir die Berechnung des Bestwertes yg (hier
gs) maBgeblich ist. Deshalb steht in GI. (13) der Index B: (&/b)s.

0.6

0.5 0
‘s 04 s/m

Abb. 6: Zur Veranschaulichung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes
Nun muss man flir den herausgegriffenen Term noch wissen, wie groR die Anderung von ys ist, der durch

den Fehler o hervorgerufen wird. Aus den Grundlagen der Differentialrechnung ist bekannt, dass diese
Anderung durch das Differential

_(2y - (29 45
(16) Ayb = (%jB O_B hier: Agt = [EJB Ot = _t__3 Ot

gegeben ist. Auf gleiche Weise kann man die Fehler

(oy . a9 2
(17) Ay, ':(%jg Oa hier:  Agg = (E]B G§=t_—20§
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(18) Ay, = (QJ O% (hier ohne Belang)
oc Jg

usw. bestimmen, die alle zum Gesamtfehler, d.h. zur Standardabweichung Oy, VOnys beitragen. Es ist

daher einleuchtend, sie zur Berechnung von o, aufzuaddieren. Da jedoch die einzelnen Fehler gem. Gl.

YB
(16) - (18) positiv und negativ sein kénnen, kénnen sie sich teilweise oder sogar ganz aufheben und damit
einen zu kleinen Gesamtfehler suggerieren. Um das zu vermeiden, ist es verninftig, die Einzelfehler
zunéchst zu quadrieren (dadurch werden alle Beitrage positiv) und anschlieRend aus der Summe der Qua-
drate die Wurzel zu ziehen. Durch diese geometrische (quadratische) Addition der Einzelfehler wird der
Gesamtfehler kleiner als die Summe der Einzelfehler. Damit wird berlicksichtigt, dass sich die Einzelfehler
der voneinander unabhangigen Grol3en a, b, ¢ usw. nicht alle gleichsinnig im Endergebnis niederschlagen,
sondern sich gegenseitig wenigstens teilweise kompensieren. Man spricht deshalb vom wahrscheinlichsten
Fehler.

9.3 GroRtfehler einer zusammengesetzten Messgrofie

Wir wollen nun den Fall betrachten, dass die GroR3en a, b, ¢ usw. z. B. keine zufélligen Fehler aufweisen
oder ihre Fehler zum Teil nicht aus Messreihen gewonnen wurden. Letzteres kommt in der Praxis (auch im
Praktikum) recht h&ufig vor, wenn ndmlich Messergebnisse fir die MessgroRen a, b, ¢ usw. mindestens
zum Teil aus Einzelmessungen gewonnen wurden, fur die nur die jeweiligen GroRtfehler Aa, Ab, Ac usw.
vorliegen.

In einem solchen Fall wird fur die zusammengesetzte Messgrofie y statt der Standardabweichung nach GI.
(13) der Groltfehler Ays angegeben. Er ergibt sich aus der unginstigsten, d. h. arithmetischen (linearen)
Addition aller Einzelfehler und ist gegeben durch:

oy

ay Ab+
Joc

ob

oy
19 AYr =|—| Aa+
(19) YB ‘ﬁa

B

AC+...:=|Ay, | +|Ayp| + Ay + ...
B

B
Dabei sind fur die GroRen Aa, Ab, Ac,... die GroRtfehler bzw. Standardabweichungen einzusetzen.
Bis auf die Betragsstriche stellt Gl. (19) das totale Differential von yg dar.

» Wenn nicht ausdriicklich ein anderer Hinweis erfolgt, soll im Praktikum fiir zusammengesetzte Mess-
groRen immer der GroRtfehler angegeben werden.

10  Ein konkretes Beispiel

Mit einem so genannten ,,mathematischen Pendel“ kann die Erdbeschleunigung g bestimmt werden. Das
mathematische Pendel, das sich in der Praxis nur anndhernd realisieren l&sst, besteht im Idealfall aus einer
punktférmigen Masse, die an einem masselosen Faden derart aufgehangt wird, dass sie ohne &ullere Stor-
einflisse (insbesondere Reibung) pendeln kann. Fiir Pendelausschldge um einen kleinen Winkel « unter
ca.5°ist ¢ =sina ~tana (a im Bogenmaf!) und es gilt in guter Naherung folgender Zusammenhang

zwischen der Schwingungsdauer T des Pendels, der Fadenldnge | und der Erdbeschleunigung g:

20) T=2 \F bzw g il
g T?

Durch Messung von | und T ist es also mdglich, g zu bestimmen. Schon vor Beginn der Messung kann man
sagen, welche systematischen Fehler auftreten werden:

- Entgegen der Theorie ist die Masse nicht punktférmig und der Faden nicht masselos. Welchen Einfluss
dies auf die Messung hat, lasst sich nur schwer angeben. Man muss versuchen, durch Verwendung eines
sehr dinnen Fadens und einer Masse mit kleiner rdumlicher Ausdehnung dem mathematischen Pendel
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moglichst nahe zu kommen und erwartet, dass die verbleibenden Fehler so klein gegeniiber den
Messunsicherheiten der Messgrofien | und T sind, dass sie vernachléassigt werden kénnen.

- Das Pendel kann nicht vollig reibungsfrei aufgehangt werden. Man muss sich deshalb bei der Aufhan-
gung so viel Muhe geben, dass der Fehler durch Reibung klein gegeniiber den Messunsicherheiten ist.

Bei der Vorbereitung des Experiments muss man darauf achten, dass sowohl die Uhr zur Messung von T
als auch der Malstab zur Messung von | kalibriert sind, um systematische Fehler durch unzuléngliche
Messgerate auszuschlieRen. AuBerdem muss man die Fadenlange | so gro3 wéhlen, dass die Messung bei
Pendelausschldgen unter ca. 5° erfolgen kann, weil Gleichung (20) nur dann in guter N&herung gilt.

Nach diesen Vorbereitungen kann die Messung beginnen. Es ist bekannt, dass man den Einfluss zufalliger
Fehler auf die Messunsicherheit minimieren kann, wenn méglichst oft gemessen wird. Gleichzeitig erkennt
man, dass eine mehrmalige Messung der L&nge | gar nichts bringt. Denn wenn man den Mafstab sorgféltig
anlegt und abliest, &ndert sich an dem abgelesenen Wert auch bei mehrmaliger Wiederholung nichts.
Dennoch ist natrlich auch der abgelesene Wert fiir | mit einem Fehler behaftet: Zum einen hat der Malistab
selbst trotz Kalibrierung nur eine bestimmte Genauigkeit, zum anderen kann man ihn nur mit einer
endlichen Genauigkeit anlegen und ablesen. Das Ergebnis der Langenmessung kann man dann fol-
gendermalien festhalten:

(21) I=L+AL; zB.  |I= (2,5580i 0,0020) m

wobei L der abgelesene Wert und AL dessen GroRtfehler ist.

Die Periodendauer T wird mit einer Stoppuhr gemessen, deren Gangungenauigkeit vernachléssigbar klein
sei. Das Starten und Stoppen der Uhr hangt von der Reaktionsfahigkeit der Benutzerin ab und unterliegt
damit zufélligen Schwankungen, deren Einfluss auf die Messunsicherheit des Messergebnisses durch

h&ufige Messung minimiert werden kann. Nach insgesamt N Messungen, die die Messwerte T; liefern, lautet
das Ergebnis der Zeitmessung:

22) T=Tzor; zB. T =(3210£0,010)s

wobei T der arithmetische Mittelwert der Messwerte T; nach Gl. (6) und damit der Bestwert fir T ist und
oy die Standardabweichung des Mittelwertes nach Gl. (8).

Der Bestwert gg fir g ist also gem. GlI. (20):

47°L 2
(23) Qg= _7;2 , im Beispiel Og = 4 x2,5580m :9,80122

(3,210s)’ s

Da L nicht aus einer Messreihe ermittelt wurde, wird nicht die Standardabweichung nach Gl. (13) berechnet,
sondern der GroRtfehler Ags nach Gl. (19). Es ergibt sich:

ﬂ AL+Q

24 AQr =
(24) Is o1y oT

oF
B

Zunéachst werden die Betréage der partiellen Ableitungen an den Stellen der Bestwerte B ermittelt, hier also
fir die Werte Lund T :

|5 g| B 4n2| _47[2 B 472 B
[olr |72 T? (32108

(25)
‘ﬂ | 8r®|  8rL 8x%x2,5580m
oTlr | Ty T (3awsf
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Gleichung (25) liefert nach Einsetzen der Zahlwerte fir L und T zwei Zahlen, die geméal Gleichung (24)
mit zwei anderen Zahlen, namlich AL und o+, multipliziert und anschlieBend addiert werden mussen, um

den gesuchten Wert Ags zu erhalten:

A’ 87°L
AgB = _rz AL + 'F3 O'-F
(26)
2 2
__ 4 . 0,0020 m + o™ ><2’558(3““0,010s:o,06922
(3,2105) (3,2105) s

Bei der Angabe des Zahlenwertes muss die Rundung auf zwei signifikante Stellen beachtet werden.
Zusammengefasst lautet das vollstandige Messergebnis:

(27) =g+ Adg =(9,801+0,069)
S

Da in diesem Beispiel bereits ein Literaturwert fiir g vorliegt, muss dieser Wert mit dem Messergebnis
verglichen werden. Liegt der Literaturwert fir g im Bereich gs + Ags, S0 beendet man das Experiment mit
der Feststellung, dass eine ,,gute Ubereinstimmung im Rahmen der Messgenauigkeit* erreicht wurde. Liegt
jedoch der Literaturwert aulerhalb des Bereichs gs + Ags, S0 ist die Wahrscheinlichkeit relativ gro3, dass
die Messung durch einen systematischen Fehler verfalscht wurde.

Statt des absoluten Fehlers Ags des Messergebnisses gs kann man auch den relativen Fehler & fiir gs ange-
ben:

(28) 5=

also:
29) g, =—— 421
(29) T

Dieser Gleichung kann man entnehmen, dass sich der relative Fehler von T, o7 IT, doppelt, der relative

Fehler von L, AL/L, jedoch nur einfach im Ergebnis niederschldgt. Soll dies kompensiert werden, so darf

der relative Fehler von T nur halb so grol3 werden wie der relative Fehler von L. Das lasst sich durch eine
ausreichende Anzahl von Messungen der Periodendauer immer erreichen (s. Gl. (8)) und sollte bereits bei
der Planung des Experiments beriicksichtigt werden.

11  Anhang
11.1 Lineare Regression, Ausgleichsgeraden
11.1.1 Ausgleichsgeraden der Form y=ax+Db

Es kommt in der Praxis recht haufig vor, dass zwei GroRen x und y linear voneinander abhangen, d.h. sie
sind Uber eine Geradengleichung miteinander verknupft: y = ax + b. Ziel der Messung ist es dann oftmals,
die Groflen a und b zu ermitteln. Nehmen wir als Beispiel den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeit v bei
einer gleichmaRig beschleunigten Bewegung: v(t) = at + vo mit a: Beschleunigung, t: Zeit und vo: An-
fangsgeschwindigkeit. Wir messen v(t) (abhangige Variable) bei bestimmten Vorgabewerten von t
(unabhéngige Variable), um einen Wert fur die Beschleunigung a und die Anfangsgeschwindigkeit vo zu
erhalten.
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Tragen wir gem. Abb. 7 die Messwerte v(t) Gber t auf, so erwarten wir, dass die eingezeichneten Messpunkte
auf einer Geraden liegen, deren Steigung dem gesuchten Wert fur a und deren v-Achsabschnitt dem
gesuchten Wert fiir vo entspricht. Wollen wir diese Gerade in das Diagramm der Messwerte einzeichnen,
so stellen wir fest, dass es mehrere Steigungen und Achsabschnitte gibt, bei denen die Messwerte mehr
oder weniger gut getroffen werden. Welche Parameter sind aber nun die richtigen? Diese Frage l&sst sich
wieder nur im Sinne einer Wahrscheinlichkeitsaussage beantworten. Wir wollen die Antwort im Folgenden
geben.

Wir kehren zuriick zu unserer Funktion y = ax + b. Wie in der Praxis haufig der Fall, geben wir N Werte
der GroRe x vor, zu denen wir N Messwerte der GroRe y bestimmen. Die Fehler der VVorgabewerte von x
seien zu vernachléssigen, die Fehler der Messwerte von y seien zufallig verteilt. Wir behaupten, dass die
Bestwerte A und B fir die Parameter a und b der Geradengleichung dann gefunden wurden, wenn die
Summe der Quadrate der vertikalen Abstande der Messwerte von der durch A und B bestimmten ,,Aus-
gleichsgeraden® minimal ist, wenn also gilt:

\ 2
B0) D[ vi—(A%+B)] — Minimum
i1

Frage 3:

- Wie lasst sich dieser Ansatz begriinden?

3

vty / ms™
— r

Abb. 7: Wo liegt die beste Ausgleichsgerade durch die roten Messwerte?

Mit Hilfe der Differentialrechnung lasst sich eine Ldsung fir die in Gl. (30) dargestellte Forderung relativ
einfach bestimmen. Man findet fir A und B (Summation jeweils von 1 bis N):

N(ZXiYi)— (in)(z Yi)
31 A=
o N D) (D)

(32) B= ORDORIEORIDOND
NO x) - x)

Nattrlich sind auch diese Bestwerte mit Fehlern behaftet, die wir nun suchen. Die fehlerbehafteten Groften
in GI. (31) und (32) sind die yi. Fur die Varianz der y; ergibt sich als Bestwert (s. Gl. (7)):

1
(33) o?,:mz(Axi +B—yi)2

wobei die Division durch (N - 2) anstatt durch (N - 1) darauf zurlickzufiihren ist, dass die Bestwerte A und

B in die Berechnung der Grolle o 5 einflieBen. Wendet man nun die Fehlerfortpflanzung auf Gl. (31) und
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(32) an und setzt fur oy GI. (33) ein, so findet man als Bestwerte flr die Standardabweichungen von A und
B (D ist eine in Gl. (36) definierte Hilfsgrole):

(34) oa=+ND

(35) og=4DD.%
mit
oo 1 D (A +B—yi)2
N-2NQQx)- (%)
Im Praktikum wird die Software Origin fur diese Berechnungen eingesetzt. Sie liefert die gesuchten

Daten durch ein paar Mausklicks (— Analyse — Anpassen — Linearer Fit). Rechnen Sie die Parameter
von Ausgleichsgeraden niemals ,,.zu FuR* aus, das ware viel zu zeitaufwandig!

(36)

11.1.2 Ausgleichsgeraden der Form y = ax + b mit vorgegebenem b

In der Praxis kommt es auch vor, dass Messwerte durch eine lineare Funktion y = ax + b miteinander ver-
knipft sind, fir die der Achsabschnitt b fest vorgegeben ist. Als Beispiel sei das oHMsche Gesetz U =Rl
genannt: misst man die Spannung U als Funktion des Stromes I, so ergibt sich als Ausgleichsgerade durch
die Messwerte eine Gerade durch den Ursprung (b = 0) mit der Steigung R. Die Bedingung fir die Berech-
nung des Bestwertes A der Steigung a der Ausgleichsgeraden lautet analog zu GI. (30) in diesem Fall:

(37) i[ y; —Ax] — Minimum

i=1

und man findet mit Hilfe der Differentialrechnung fir A und mit Hilfe der Fehlerfortpflanzung fiir on:

(38) A= 2% Y
DX
(39) o,= 2% =A%)

(N=2) > %

Um entsprechende Berechnungen mit Or igin durchzufiihren, muss im Fenster Lineare Anpassung der
Haken im Feld Fester Schnittpunkt mit der Y-Achse gesetzt und der Zahlenwert fiir b eingetragen
werden.

11.1.3 Ausgleichsgeraden der Form y = ax + b mit vorgegebenem a

Auch der umgekehrte Fall, in dem die Steigung a der Ausgleichsgeraden fest vorgegeben ist und nur der
Achsabschnitt b der Ausgleichsgeraden gesucht wird, kommt gelegentlich vor. Die Bedingung fur die
Berechnung des Bestwertes B von b lautet wieder analog zu Gl. (30):

2

(40) i[ y; —(ax +B)] — Minimum

waobei diesmal nur B ein freier Parameter flr die Bestimmung des Minimums ist. Fir B und o ergibt sich
in diesem Fall:

(41) B :M
N
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1

(42) op :\/mz(a)(i +B-vy, )2

Um entsprechende Berechnungen mit Or igin durchzufiihren, muss im Fenster Lineare Anpassung der
Haken im Feld Feste Steigung gesetzt und der Zahlenwert fiir a eingetragen werden.

11.2 Linearisierungen

Mit Hilfe recht elementarer mathematischer Umformungen lassen sich oftmals nichtlineare Zusammen-
hénge von Messgrofien linearisieren, so dass es moglich wird, auch in solchen Fallen die lineare Regression
zur Bestimmung von Bestwerten flir gesuchte GréRen anzuwenden. So wird z.B. aus einem Potenz-Zu-
sammenhang der Form:

(43) y =hx?

durch einfaches Logarithmieren der lineare Zusammenhang (Geradengleichung):

(44) logy=Ilogb+alogx also  §=b+ax
y b X

Bei solchen logarithmierten Zusammenhangen muss eines beachtet werden: der Logarithmus einer phy-
sikalischen GroRe y, die durch das Produkt aus Zahlenwert mal Einheit gegeben ist, lasst sich nicht direkt
bilden, da der Logarithmus einer Einheit keinen Sinn macht. Deshalb miissen solche GréRien per Division
durch ihre Einheit zundchst dimensionslos gemacht werden, ehe Umrechnungen der Art Gl. (43) nach GlI.
(44) erfolgen dirfen. Dazu ein Beispiel: aus dem ohmschen Widerstand R wird r = R/Q2, aus der Spannung
U wird u=U/V, aus der Stromstéarke | wird i = I/A und damit aus dem ohmschen Gesetz R = U/l die
modifizierte Form r = u/i, das in logarithmierter Form lautet: log r = log u — log i.

Tragen wir gem. GI. (44) y Uber x doppelt-logarithmisch auf (also log y Uber log x), so erhalten wir als beste
Ausgleichskurve durch die Messwerte eine Gerade mit dem Achsabschnitt log b und der Steigung a. Die
Bestwerte fur a und log b dieser Geraden finden wir mit Hilfe der linearen Regression, die wir in diesem
Fall auf GI. (44) anwenden missen.

Logarithmieren macht auch aus einem exponentiellen Zusammenhang der Form:
(45) y =bhe™

einen linearen Zusammenhang:

(46) Iny=Inb+axlne=Inb+ax

Tragen wir in diesem Fall y tiber x halb-logarithmisch auf, so erhalten wir auch hier als beste Ausgleichs-
kurve eine Gerade, fir deren Achsabschnitt In b und Steigung a wir mit Hilfe der jetzt auf Gl. (46) ange-
wandten linearen Regression die Bestwerte finden.

Bei Verwendung von Logarithmenpapieren ist zu beachten, dass diese immer fiir den dekadischen Loga-
rithmus (log, Basis 10) ausgelegt sind. In GI. (46) haben wir es aber mit dem nattrlichen Logarithmus (In,
Basis e) zu tun. Werden daher GroRen auf grafischem Wege einem Diagramm auf Logarithmenpapier
entnommen oder sollen berechnete GroRen dort eingetragen werden, missen sie geeignet umgerechnet
werden (Erinnerung: log x = In x/In 10; In x = log x/log e).

Im Praktikum wird zur Berechnung der Parameter von Ausgleichgeraden in logarithmierten Diagrammen
die Software Origin eingesetzt. Dazu muss im Fenster Lineare Anpassung der Haken im Feld
Scheinbarer Fit'! gesetzt werden.

1 Der Fit heit scheinbar, weil die Daten im Or i g in-Arbeitsblatt weiterhin in ihrer urspriinglichen, linearen Form vorliegen. Nur im Diagramm,
das dem Fit zu Grunde gelegt wird, erscheinen die Daten logarithmiert, wenn fiir die Skalierung der entsprechenden Achsen als Art ,,log10“,
1092 oder ,,In“ gewahlt wurde.
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Frage 4:
- Das exponentielle Schwachungsgesetz 1(x) =1, exp(—x x) beschreibt die Schwéchung der Intensitat

| einer Strahlung beim Durchgang durch eine Materieschicht der Dicke x. lpist die Anfangsintensitat der
Strahlung an der Stelle x =0 und g ein materialabhéngiger Abschwéchungskoeffizient ([¢] = 1/m).
Skizzieren Sie I(x) in linearer und halblogarithmischer Darstellung (Abszisse x jeweils linear). Wie lasst
sich aus dem halb-logarithmischen Diagramm der Abschwéchungskoeffizient x gewinnen?

11.3 Korrelation

Gelegentlich, wenngleich im Grundpraktikum eher selten, muss untersucht werden, ob ein vermuteter
linearer Zusammenhang zwischen zwei GroRen x und y tatsachlich existiert, ob die beiden GréRen also
miteinander korreliert sind. Nicht immer sieht man es dem Diagramm der Messwerte an, ob die eingetra-
genen Messwerte ,,gut” auf einer Geraden liegen oder nicht. In jedem Fall stellt sich die Frage: wie ,,gut*
ist ,,gut genug“, um die Hypothese, x und y seien miteinander korreliert, nicht verwerfen zu miissen? Die
quantitative Antwort auf diese Frage liefert die Berechnung des Korrelationskoeffizienten r. Er ist gegeben
durch:

D6 =%)(y;i - V)
I 06 =% X (v - 7)?

wobei X und Y die arithmetischen Mittelwerte der Messwerte von x und y sind. Der Korrelationskoeffi-

zient kann nur Werte zwischen -1 und +1 annehmen. Fiir die Beurteilung der Frage, ob zwei Groen mit-
einander korreliert sind, ist der Betrag von r ma3gebend. Fir |r| = 1 sind die Grolzen perfekt miteinander
korreliert, fiir [r| = 0 sind sie unkorreliert. Fir alle Werte dazwischen lassen sich Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen machen, die zusatzlich von der Zahl N der durchgefiihrten Messungen abhéngen. Fiir N = 10 und
[r] > 0,8 ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit P, dass die GréRen unkorreliert sind, P = 0,5 %. Aus
Tabelle 1 (Kap. 11.5) kénnen fur weitere Kombinationen von N und |r| die zugehorigen Wahrscheinlich-
keiten abgelesen werden.

@n r=

11.4 Fehler gewichteter Mittelwerte

Eine Messgrolie h werde in M Messungen (Nr. i = 1,...,M) unter jeweils veranderten Bedingungen gemes-
sen. Das Ergebnis der einzelnen Messungen habe zu den Messergebnissen h; und den Messunsicherheiten
o gefihrt.

Ziel ist nun, aus den M Werten h; ein Endergebnis fiir die gesuchte Grof3e h zu berechnen. Im einfachsten
Fall ware dies das arithmetische Mittel der h;. Dabei bliebe jedoch unberticksichtigt, dass die h; unter Um-
stdnden recht unterschiedliche Messunsicherheiten o7 aufweisen kénnen, weil beispielsweise die erreich-
bare Messgenauigkeit nicht fiir alle Messreihen die gleiche war.

In solchen Féllen berechnet man statt des arithmetischen Mittels der h; einen gewichteten Mittelwert hg.
Sind gi die Gewichte, mit denen die Einzelwerte h; bei der Berechnung von hy beriicksichtigt werden sollen,
so gilt bei Summation von 1 bis M:

hi 9;
(48) =%—gg
|

In der Regel wahlt man als Gewichte die Reziprokwerte der Varianzen:
(49) 9 =—

Dann erhalt man bei Anwendung der Fehlerfortpflanzung auf GI. (48) fur die Messunsichertheit oy des
gewichteten Mittelwertes bei Summation von 1 bis M:
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(50)

Frage 5:
- Wie gelangt man zu diesem Resultat? Was ergibt sich fur oy im speziellen Fall gi = const. = 1?

11.5 Tabellen
Tabelle 1:

Prozentuale Wahrscheinlichkeit daftir, dass zwei MessgroRen, die N-mal gemessen wurden und einen
Korrelationskoeffizienten |r| > |rp| aufweisen, unkorreliert sind (nach /1/).

[ro|— 0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

N

3 100 94 87 81 74 67 59 51 41 29
4 100 90 80 70 60 50 40 30 20 10
5 100 87 75 62 50 39 28 19 10 3,7
6 100 85 70 56 43 31 21 12 5,6 1,4
7
8
9

100 83 67 51 37 25 15 8,0 31 0,6
100 81 63 47 33 21 12 53 1,7 0,2
100 80 61 43 29 17 8,8 3,6 10 01
10 100 78 58 40 25 14 6,7 2,4 0,5
11 100 77 56 37 22 12 51 1,6 0,3
12 100 76 53 34 20 9,8 3,9 11 0,2
13 100 75 51 32 18 8,2 3,0 0,8 0,1
14 100 73 49 30 16 6,9 2,3 0,5 01
15 100 72 47 28 14 5,8 1,8 0,4
16 100 71 46 26 12 4,9 14 0,3
17 100 70 44 24 11 4,1 11 0,2
18 100 69 43 23 10 3,5 0,8 0,1
19 100 68 41 21 9,0 29 0,7 0,1
20 100 67 40 20 8,1 2,5 0,5 0,1
25 100 63 34 15 4,8 11 0,2
30 100 60 29 11 2,9 0,5 0,1
35 100 57 25 8,0 1,7 0,2
40 100 54 22 6,0 11 0,1
45 100 51 19 4,5 0,6

elilellellellellelileollelileollelleolleollellolleolilolleollolleolellellello]

[ro|— 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 04 0,45

50 100 73 49 30 16 8,0 3,4 1,3 04 0,1
60 100 70 45 25 13 54 2,0 0,6 0,2
70 100 68 41 22 9,7 3,7 1.2 0,3 0,1
80 100 66 38 18 7,5 2,5 0,7 0,1
90 100 64 35 16 5,9 1,7 0,4 0,1
100 100 62 32 14 4,6 12 0,2
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Tabelle 2:

Werte der Integrale P(a) tber die GauRfunktion (error-function) als Funktion des Parameters a fur beliebige
Werte von Mittelwert t und Standardabweichung o (aus /1/; beachte den Faktor 100 gegeniiber Gl. (5) ff.):

2
T t-t
100 t+ac _( )

J. e 262
o~N2r 8o

Exemplarisch markiert: P(a = 1,00) = 68,27, P(a = 2,00) = 95,45, P(a = 3,00) = 99,73

P(a) =

a 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,00 0,80 1,60 2,39 3,19 3,99 4,78 5,58 6,38 7,17
0,1 7,97 8,76 95 | 10,34 | 11,13 | 11,92 | 12,71 | 1350 | 14,28 | 15,07
0,2 15,85 16,63 | 17,41 | 18,19 | 18,97 | 19,74 | 20,51 | 21,28 | 22,05 | 22,82
0,3 23,58 24,34 | 25,10 | 25,86 | 26,61 | 27,37 | 28,12 | 28,86 | 29,61 | 30,35
0,4 31,08 31,82 | 32,55 | 3328 | 34,01 | 34,73 | 3545 | 36,16 | 36,88 | 37,59
0,5 38,29 38,99 | 39,69 | 40,39 | 41,08 | 41,77 | 42,45 | 43,13 | 43,81 | 44,48
0,6 45,15 | 4581 | 46,47 | 47,13 | 47,78 | 48,43 | 49,07 | 49,71 | 50,35 | 50,98
0,7 51,61 52,23 | 52,85 | 53,46 | 54,07 | 54,67 | 55,27 | 55,87 | 56,46 | 57,05
0,8 57,63 58,21 | 58,78 | 39,35 | 59,91 | 60,47 | 61,02 | 61,57 | 62,11 | 62,65
0,9 63,19 63,72 | 64,24 | 64,76 | 65,28 | 65,79 | 66,29 | 66,80 | 67,29 | 67,78
1,0 68,27 68,75 | 69,23 | 69,70 | 70,17 | 70,63 | 71,09 | 7154 | 7199 | 72,43
11 72,87 73,30 | 73,73 | 74,15 | 7457 | 74,99 | 75,40 | 75,80 | 76,20 | 76,60
1,2 76,99 77,37 | 77,75 | 78,13 | 78,50 | 78,87 | 79,23 | 79,59 | 79,95 | 80,29
13 80,64 80,98 | 81,32 | 8165 | 8198 | 8230 | 82,62 | 8293 | 8324 | 83,55
1,4 83,85 84,15 | 84,44 | 84,73 | 8501 | 8529 | 8557 | 8584 | 86,11 | 86,38
15 86,64 86,90 | 87,15 | 87,40 | 87,64 | 87,89 | 88,12 § 88,36 | 88,59 | 88,82
1,6 89,04 89,26 | 89,48 | 89,69 | 89,90 | 90,11 | 90,31 | 90,51 | 90,70 | 90,90
1,7 91,09 91,27 | 91,46 | 9164 | 91,81 | 91,99 | 92,16 | 92,33 | 92,49 | 92,65
18 92,81 9197 | 93,12 | 93,28 | 93,42 | 9357 | 93,71 | 93,85 | 93,99 | 94,12
19 94,26 94,39 | 94551 | 94,64 | 94,76 | 94,88 | 95,00 | 9512 | 9523 | 9534
2,0 95,45 95,56 | 95,66 | 95,76 | 9586 | 9596 | 96,06 | 96,15 | 96,25 | 96,34
2,1 96,43 96,51 | 96,60 | 96,68 | 96,76 | 96,84 | 96,92 | 97,00 | 97,07 | 97,15
2,2 97,22 97,29 | 97,36 | 97,43 | 97,49 | 97,56 | 97,62 | 97,68 | 97,74 | 97,80
2,3 97,86 9791 | 97,97 | 98,02 | 98,07 | 98,12 | 98,17 | 98,22 | 98,27 | 98,32
2,4 98,36 98,40 | 98,45 | 98,49 | 98,53 | 98,57 | 98,61 | 98,65 | 98,69 | 98,72
2,5 98,76 98,79 | 98,83 | 98,86 | 98,89 | 9892 | 98,95 | 98,98 | 99,01 | 99,04
2,6 99,07 99,09 | 99,12 | 99,15 | 99,17 | 99,20 | 99,22 | 99,24 | 99,26 | 99,29
2,7 99,31 99,33 | 99,35 | 99,37 | 99,39 | 99,40 | 99,42 | 99,44 | 99,46 | 99,47
2,8 99,49 99,50 | 99,52 | 9953 | 99,55 | 99,56 | 99,58 | 99,59 | 99,60 | 99,61
2,9 99,63 99,64 | 99,65 | 99,66 | 99,67 | 99,68 | 99,69 | 99,70 | 99,71 | 99,72
3,0 99,73
3,5 99,95
4,0 99,994
4,5 99,9993
5,0 99,99994
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